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2018年全国硕士研究生入学统一考试

数学(二)试题详解

(1)【答案】(B).

【详解】lim
x→0
(ex +ax2+bx)

1
x2 =1,∴ 左边=elimx→0

1
x2ln(ex+ax2+bx),=elimx→0

ex+ax2+bx-1
x2 =1,

∴lim
x→0

ex +ax2+bx-1
x2 =0∴ 上式=lim

x→0

(1
2+a)x2+(1+b)x+o(x2)

x2 =0,

∴
1+b=0

1
2+a=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

∴
a=-

1
2

b=-1

ì

î

í

ï
ï

ïï

,选(B).

(2)【答案】(D).

【详解】对于(D):由定义得f+'(0)=lim
x→0+

cos x -1
x =lim

x→0+

-
1
2 x

x =-
1
2
;

f-'(0)=lim
x→0-

cos x -1
x =lim

x→0-

-
1
2 x

x =
1
2
,f+'(0)≠f-'(0),所以不可导.

(3)【答案】(D)

【详解】分段点为x=-1,x=0,当x≤-1时,f(x)+g(x)=-1+2+ax=1-ax,当

-1<x<0时,f(x)+g(x)=-1+x,当x≥0时,f(x)+g(x)=1+x-b,综上知:

f(x)+g(x)=

1-ax,x≤-1,

-1+x,-1<x<0

1+x-b,x≥0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,

lim
x→-1-

(f(x)+g(x))=1+a,lim
x→-1+

(f(x)+g(x))=-2,∴a=-3,

lim
x→0-
(f(x)+g(x))=-1,lim

x→0+
(f(x)+g(x))=1-b,∴b=2,选(D).

(4)【答案】(D)

【详解】对于选项(A):取f(x)=-x+
1
2
,f'(x)<0,但是f(

1
2
)=0,
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对于选项(B):取f(x)=-(x-
1
2
)
2

+1,f″(x)<0,但是f(
1
2
)>0,

对于选项(C):取f(x)=-x-
1
2
,f'(x)<0,但是f(

1
2
)=0,

选(D).

(5)【答案】(C).

【详解】M =∫
π
2

-
π
2

1+x2+2x
1+x2 dx=∫

π
2

-
π
2

dx=π;

N =∫
π
2

-
π
2

1+x
ex dx<∫

π
2

-
π
2

1dx=M,所以N <∫
π
2

-
π
2

1dx=M.;

K =∫
π
2

-
π
2

1dx=π,所以K >M >N .选(C).

(6)【答案】(C)

∫
0

-1
dx∫

2-x2

-x
(1-xy)dy+∫

1

0
dx∫

2-x2

x
(1-xy)dy

∵D 关于y 轴对称

∴ 原式=∬
D

(1-xy)dxdy=∬
D

dxdy=2∬
D1

dxdy

=2∫
1

0
dx∫

2-x2

x
dy=2∫

1

0
(2-x2-x)dx=2(2-

1
3-

1
2
)=
7
3
,选(C)

(7)【答案】(A).

【详解】∵A ~B,∴E-A ~E-B ∴r(E-A)=r(E-B)

各选项中:B:r(E-B)=1;C:r(E-B)=1;D:r(E-B)=1选(A).

(8)【答案】(A)

【详解】设AB=C ,则矩阵A的列向量组可以表示C的列向量组,

所以 (AAB)→ (AO),即r(AAB)=r(AO)=r(A),故答案选(A).

(9)【答案】1

【详解】由拉格朗日中值定理得:

arctan(x+1)-arctanx=
1

1+ξ2
,ξ∈ x,x+1( ) .

且当x→+∞ 时ξ→+∞ .

∴ 原式=lim
x→+∞

x2· 1
1+ξ2

=1. 

(10)【答案】y=4x-3

【详解】定义域 0,+∞( )
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y'=2x+
2
x
,y″=2+-2

x2 .令y″=2+-2
x2 =0⇒x=1>0.

∴ 拐点为 1,1( ) . 斜率k=y'1( ) =4.

∴ 切线方程为y=4x-3.

(11)【答案】ln2
2

【详解】∫
+∞

5

1
x2-4x+3

dx=∫
+∞

5

1
x-1( ) x-3( )

dx

=
1
2∫

+∞

5

1
x-3-

1
x-1

æ

è
ç

ö

ø
÷dx

=
1
2ln

x-3
x-1

+∞
5 =

ln2
2

(12)【答案】2
3

【详解】dy
dx=

dy/dt
dx/dt=-tant,

d2y
dx2=

ddydx
æ

è
ç

ö

ø
÷/dt

dx/dt = -sec2t
-3cos2tsint

.

dy
dx t=

π
4=-1,

d2y
dx2 t=

π
4=

8
32

.∴K =
y″

1+y'2( )
3
2
=
2
3 .

(13)【答案】1
4

【详解】lnz+ez-1=xy  x=2,y=
1
2

时,z=1.

方程两边对x 求偏导得:1
z
·∂z
∂x+ez-1·∂z

∂x=y.

将x=2,y=
1
2
,z=1代入得∂z

∂x (2,12)
=
1
4 .

(14)【答案】2

【详解】由题可得A α1,α2,α3( ) = α1,α2,α3( )

2 0 0

1 1 -1

1 2 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

∵α1,α2,α3( ) 可逆. ∴A ~B=

2 0 0

1 1 -1

1 2 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

∴A,B 的特征值相等.
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λE-B =

λ-2 0 0

-1 λ-1 1

-1 -2 λ-1

= λ-2( ) λ-1( ) 2+2[ ] =0

∴A 的实特征值为2.

(15)【详解】∫e2xarctan ex -1dx=
1
2∫arctan ex -1de2x

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
2∫e2x·

ex

2 ex -1
1+(ex -1)

dx

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
4∫ e2x

ex -1
dx

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
4∫ex -1+1

ex -1
dex

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
4∫(ex -1+

1
ex -1

)d(ex -1)

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
4
2
3
(ex -1)

3
2 +2 ex -1

æ

è
ç

ö

ø
÷+C

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
6
(ex -1)

3
2 -

1
2 ex -1+C .

(16)【详解】(1)∫
x

0
tf(x-t)dt

令u=x-t则t=x-u,dt=-du

∴∫
x

0
tf(x-t)dt=∫

x

0
(x-u)f(u).(-du)

=∫
x

0
(x-u)f(u)du-∫

x

0
uf(u)du

原方程可化为:

∫
x

0
f(t)dt+x∫

x

0
f(u)du-∫

x

0
uf(u)du=ax2

两边对x 求导得

f(x)+∫
x

0
f(u)du+xf(x)-xf(x)=2ax

∴f(x)+∫
x

0
f(u)du=2ax

∴f(0)=0
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设F(x)=∫
x

0
f(u)du 则F'(x)=f(x)

∴F'(x)+F(x)=2ax

∴F(x)=e-∫1dx[C+∫e-∫1dx2axdx]

=e-x[C+∫2axexdx]

=e-x[C+2a(x-1)ex]

将F(0)=0代入得:C=2a

∴F(x)=2ae-x +2a(x-1)

f(x)=-2ae-x +2a

(2)∫
1

0
f(x)dx

1 =1

∫
1

0
(-2ae-x +2a)dx=2ae-x 1

0+2a=2a(e-1-1)+2a=2ae-1=1

∴a=
e
2

(17)【详解】原式=∫
2π

0
dx∫

y(x)

0
(x+2y)dy

=∫
2π

0
(xy+y2)y(x)

0 dx

=∫
2π

0
[xy(x)+y2(x)]dx

换元x=t-sint y(x)=1-cost

原式=∫
2π

0
[(t-sint)(1-cost)+(1-cost)2]d(t-sint)

=∫
2π

0
[(t-sint)(1-cost)2+(1-cost)3]dt

=∫
2π

0
[t(1-cot)2-sint(1-cost)2+(1-cost)3]dt

=∫
2π

0
(t-2tcost+tcos2t)dt-

1
3
(1-cost)3 2π

0+∫
π

-π
(1-3cost+3cos2t-cos3t)dt

=
1
2t

2 2π
0-2(tsint+cost)2π

0+
t2

4
2π
0+

1
2
[1
2+sin2t+

1
4cos2t

]2π
0 -0+2π-

3sint π
-π+3(

t
2+

sin2t
4
)π

-π-(sint-
1
3sin

3t)π
-π

=2π2+π2+2π+3π
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=3π2+5π

(18)【详解】讨论:(Ⅰ)x=1时,不等式成立

(Ⅱ)0<x<1时只需证x-ln2x+2klnx-1≤0

设f(x)=x-ln2x+2klnx-1

f'(x)=
x-2lnx+2k

x

设g(x)=x-2lnx+2k,x∈ (0,1)

g'(x)=1-
2
x <0,故g(x)单调递减,则

g(x)>g(1)=1+2k≥1+2(ln2-1)=2ln2-1>0

则f'(x)>0,f(x)单调递增,故f(x)≤f(1)=0,结论成立.

(Ⅲ)x>1只需证x-ln2x+2klnx-1≥0

设f(x)=x-ln2x+2klnx-1

f'(x)=
x-2lnx+2k

x
,(x>1)

设g(x)=x-2lnx+2k,(x>1)

g'(x)=1-
2
x
,
1<x<2,g'(x)<0,g(x)递减

x>2,g'(x)>0,g(x)递增{
故g(x)≥g(2)=2+2k-2ln2≥2+2(ln2-1)-2ln2=0

故f'(x)≥0,f(x)单调增加,f(x)≥f(1)=0,结论成立.

综上,不等式成立.

(19)【详解】设x+y+z=2

2πr=x,r=
x
2π
,S1=πr2=

x2

4π

4a=y,a=
y
4
,S2=a2=

y2

16

3b=z,b=
z
3
,S3=

1
2

z
3

z
3
·sinπ

3=
3z2

36

令L(x,y,z,λ)=
x2

4π+
y2

16+
3z2

36 +λ(x+y+z-2)
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∂L
∂x=

x
2π+λ=0

∂L
∂y=

2y
16+λ=0

∂L
∂z=

2z
123

+λ=0

∂L
∂λ=x+y+z-2=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

,即

x=-2πλ

y=-8λ

z=-63λ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,
y=

4x
π

z=
33
π x

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

,

则x(1+
4
π +

33
π
)=2,故

x=
2

(1+
4
π +

33
π
)

y=
4
π

2

(1+
4
π +

33
π
)

z=
33
π

2

(1+
4
π +

33
π
)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

那么此时的 (x,y,z,λ)就是使S最小的点

S最小值为S=
x2

4π+
y2

16+
3z2

36 =
1

π+33+4

(20)【详解】由题意dx
dt=4

S=
1
2
(1+y)x-∫

x

0
y(u)du

=
1
2
(1+

4
9x

2)x-∫
x

0

4
9u

2du

=
x
2+

2
9x

3-
4
27x

3

=
2
27x

3+
x
2

因此由ds
dt=

ds
dx
·dx
dt=(

2
9x

2+
1
2
)dx
dt

可得dx
dt x=3

=(
2
9
·32+

1
2
)·4=10

(21)【详解】设f(x)=ex -1-x,x>0,则有

f'(x)=ex -1>0,因此f(x)>0,
ex -1

x >1,
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从而ex2 =
ex1 -1

x1
>1,x2 >0;

猜想xn >0,现用数学归纳法证明:

n=1时,x1 >0,成立;

假设n=k(k=1,2,…)时,有xk >0,则n=k+1时有

exk+1 =
exk -1

xk
>1,所以xk+1 >0;

因此xn >0,有下界.

又xn+1-xn =ln
exn -1

xn
-lnexn =ln

exn -1
xnexn

;

设g(x)=ex -1-xex ,

x>0时,g'(x)=ex -ex -xex =-xex <0,

所以g(x)单调递减,g(x)<g(0)=0,即有ex -1<xex ,

因此xn+1-xn =ln
exn -1
xnexn <ln1=0,xn 单调递减.

由单调有界准则可知lim
n→∞

xn 存在.

设lim
n→∞

xn =A ,则有AeA =eA -1;

因为g(x)=ex -1-xex 只有唯一的零点x=0,所以A=0.

(22)【详解】(Ⅰ)由f(x1,x2,x3)=0得

x1-x2+x3=0,

x2+x3=0,

x1+ax3=0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

系数矩阵A=

1 -1 1

1 0 1

1 0 a

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r
→

1 0 2

0 1 1

0 0 a-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,

a≠2时,r(A)=3,方程组有唯一解:x1=x2=x3=0;

a=2时,r(A)=2,方程组有无穷解:x=k

-2

-1

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,k∈R .

(Ⅱ)a≠2时,令

y1=x1-x2+x3,

y2=x2+x3,

y3=x1+ax3,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

这是一个可逆变换,

因此其规范形为y2
1+y2

2+y2
3;
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a=2时,f(x1,x2,x3)=(x1-x2+x3)2+(x2+x3)2+(x1+2x3)2

=2x2
1+2x2

2+6x2
3-2x2x3+6x1x3

=2(x1-
x2-3x3

2
)
2

+
3(x2+x3)2

2
,

此时规范形为y2
1+y2

2.

(23)【详解】(Ⅰ)A 与B 等价,则r(A)=r(B).

又 A =

1 2 a

1 3 0

2 7 -a

r3-r1
_

1 2 a

1 3 0

3 9 0

=0,

所以 B =

1 a 2

0 1 1

-1 1 1

r3+r1
_

1 a 2

0 1 1

0 a+1 3

=2-a=0,

a=2.

(Ⅱ)AP=B ,即解矩阵方程AX =B :

(A,B)=

1 2 2 1 2 2

1 3 0 0 1 1

2 7 -2 -1 1 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r
→

1 0 6 3 4 4

0 1 -2 -1 -1 -1

0 0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

得P=

-6k1+3 -6k2+4 -6k3+4

2k1-1 2k2-1 2k3-1

k1 k2 k3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

;

又P 可逆,所以 P ≠0,即k2 ≠k3.

最终P=

-6k1+3 -6k2+4 -6k3+4

2k1-1 2k2-1 2k3-1

k1 k2 k3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,其中k1,k2,k3 为任意常数,且k2≠k3.
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2017年全国硕士研究生入学统一考试

数学(二)试题详解

(1)【答案】(A)

【详解】由

lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

1-cos x
ax =lim

x→0+

x( )
2

2
ax =

1
2a

lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-

b=b

函数f(x)在x=0处连续,则有 1
2a=b,即ab=

1
2

(2)【答案】(B)

【详解】特殊值法.由题意可知,f(x)为凹函数,又由f(1)=f(-1)=1,f(0)=-1

令f(x)=x2-1,可得

∫
1

-1
f(x)dx=∫

1

-1
x2-1( )dx=∫

1

-1
x2dx-∫

1

-1
1dx=

2
3-2=-

4
3 <0

(B)正确.(A)、(C)、(D)错误.

(3)【答案】(D)

【详解】数列 xn{ } 收敛,不妨设lim
n→∞

xn =a.

选项(A): 由lim
n→∞

xn =a,得lim
n→∞
sinxn =sina,

所以,sina=0.解得,

a=kπ,k=0,±1,±2,…( ) .

选项(A)错误.

选项(B):因为

lim
n→∞

xn(xn + xn )=lim
n→∞

xnlim
n→∞
(xn + xn )=a· a+ a( )

所以,a· a+ a( ) =0.解,得a≤0.选项(B)错误

选项(C):因为

lim
n→∞
(xn +x2

n)=a+a2 ,
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所以,有a+a2=0,解得,a=0或-1.选项(C)错误

选项(D):因为

lim
n→∞
(xn +sinxn)=a+sina,

所以,有a+sina=0,解得,a=0.选项(D)正确

(4)【答案】(C)

【详解】y″-4y'+8y=0的特征方程为λ2-4λ+8=0,解得特征根为2±2i

则y″-4y'+8y=e2x 的特解可设为

y*
1 =Ae2x ;

y″-4y'+8y=e2xcosx 的特解可设为

y*
2 =xe2x Bcos2x+Csin2x( )

所以,y″-4y'+8y=e2x(1+cos2x)的特解可设为

y* =Ae2x +xe2x(Bcos2x+Csin2x)

正确答案为(C)

(5)【答案】(D)

【详解】由∂f(x,y)
∂x >0得f(x,y)关于x 为增函数,则有

f(0,0)<f(1,0),f0,1( ) <f1,1( )

由∂f(x,y)
∂y <0得到f(x,y)关于y 为减函数,则有

f(1,0)>f(1,1),f0,0( ) >f0,1( )

因此,我们只能得出

f(1,0)>f(0,0)>f0,1( )

正确答案为(D)

(6)【答案】(C)

【详解】从0到t0 这段时间内甲乙的位移分别为∫
t0

0
v1t( )dt,∫

t0

0
v2t( )dt,则乙要追上

甲,即乙比甲多跑10m ,因此∫
t0

0
v2t( )dt-∫

t0

0
v1t( )dt=10.由定积分的几何意义及图可知

t0=25.

(7)【答案】(B)

【详解】对P-1AP=

0 0 0

0 1 0

0 0 2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

两边同时左乘以P ,得
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AP=P

0 0 0

0 1 0

0 0 2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

把P=(α1,α2,α3)代入上式,则

A(α1,α2,α3)=(α1,α2,α3)

0 0 0

0 1 0

0 0 2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

即

(Aα1,Aα2,Aα3)=(0,α2,2α3)

因此,

Aα1=0,Aα2=α2,Aα3=2α3

所以,

A(α1+α2+α3)=Aα1+Aα2+Aα3=0+α2+2α3=α2+2α3

正确答案(B)

(8)【答案】(B)

【详解】令 λE-A =0,解得λ=2,2,1.即A 的特征值为2,2,1.又3-r2E-A( ) =

1.因此,A 可相似对角化.

令 λE-B =0,解得B 的特征值为2,2,1.又3-r2E-B( ) =2.因此,B 不可相似对

角化.C 为对角形矩阵.所以,A 与C 相似,B 与C 不相似.正确答案选(B)  

(9)【答案】y=x+2

【详解】k=lim
x→∞

y
x =lim

x→∞
1+arcsin

2
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=1

b=lim
x→∞

y-x( ) =lim
x→∞

xarcsin2x =lim
t=1x→0

arcsin2t
t =lim

t→0

2t
t =2

因此,斜渐近线方程为y=x+2

(10)【答案】-
1
8

【详解】dy
dx=

y't( )

x't( )
=
cost
1+et

d2y
dx2 =

d dy
dx
æ

è
ç

ö

ø
÷

dx =
d cost
1+et
æ

è
ç

ö

ø
÷

dt
·dt
dx= -sint· 1+et( ) -cost·et

1+et( ) 2
·1
dx
dt
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= -et sint+cost( ) -sint
1+et( ) 2

· 1
1+et = -et sint+cost( ) -sint

1+et( ) 3

因此,d
2y

dx2 t=0=
-1
23 =-

1
8

(11)【答案】1

【详解】∫
+∞

0

ln1+x( )

1+x( ) 2
dx=lim

A→+∞∫
A

0

ln1+x( )

1+x( ) 2
dx=-lim

A→+∞∫
A

0
ln1+x( )d 1

1+x

=-lim
A→+∞

ln1+x( )

1+x
A
0-∫

A

0

1
1+xdln1+x( )

é

ë
êê

ù

û
úú

=-lim
A→+∞

ln1+A( )

1+A -∫
A

0

1
1+x( ) 2

dxé

ë
êê

ù

û
úú

=-lim
A→+∞

ln1+A( )

1+A +
1

1+x
A
0

é

ë
êê

ù

û
úú=-lim

A→+∞

ln1+A( ) +1
1+A -1

é

ë
êê

ù

û
úú=1

(12)【答案】xyey

【详解】因为

yeydx+x(1+y)eydy=d xyey +c( )

所以,

f(x,y)=xyey +c

把f(0,0)=0代入f(x,y)=xyey +c,解得,c=0

因此,f(x,y)=xyey .

(13)【答案】-lncos1

【详解】交换积分次序

∫
1

0
dy∫

1

y

tanx
x dx=∫

1

0
dx∫

x

0

tanx
x dy=∫

1

0
tanxdx

=lnsecx 1
0=lnsec1=-lncos1

(14)【答案】-1

【详解】设特征向量

1

1

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

对应的特征值为λ,则

A

1

1

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=λ

1

1

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

λ

λ

2λ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

又因为,
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A

1

1

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

4 1 -2

1 2 a

3 1 -1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1

1

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

1

3+2a

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

所以,

1

3+2a

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

λ

λ

2λ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

因此,

1=λ

3+2a=λ

2=2λ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得,
λ=1

a=-1{ .

(15)【详解】∫
x

0
x-tetdt =

x-t=u

∫
0

x
uex-ud x-u( )

=∫
x

0
uex-udu=ex∫

x

0
ue-udu

lim
x→0+

∫
x

0
x-tetdt

x3
=lim

x→0+

ex∫
x

0
ue-udu

x3
=lim

x→0+
ex·lim

x→0+

∫
x

0
ue-udu

x3

=lim
x→0+

xe-x

3
2x

1
2

=
2
3limx→0+

xe-x

x
=
2
3limx→0+

e-x =
2
3

(16)【详解】令u=ex,v=cosx,则

dy
dx=

∂f
∂u
·du
dx+

∂f
∂v
·dv
dx=

∂f
∂u
·ex -

∂f
∂vsinx

d2y
dx2 =

∂∂f∂u
·ex -

∂f
∂vsinx

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂x

=
∂2f
∂u2·

du
dxe

x +
∂2f
∂u∂v

·dv
dxe

x +
∂f
∂u
·ex -

∂2f
∂v∂u

·du
dxsinx-

∂2f
∂v2·

dv
dxsinx-

∂f
∂vcosx

=
∂2f
∂u2·e

2x -
∂2f
∂u∂v

·exsinx+
∂f
∂u
·ex -

∂2f
∂v∂u

·exsinx+
∂2f
∂v2sin

2x-
∂f
∂vcosx

=
∂2f
∂u2·e

2x -2
∂2f
∂u∂v

·exsinx+
∂2f
∂v2sin

2x+
∂f
∂u
·ex -

∂f
∂vcosx
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dy
dx x=0=

∂f
∂u
·ex -

∂f
∂vsinx

æ

è
ç

ö

ø
÷ x=0=f'u 1,1( )e0-f'v 1,1( )sin0=f'u 1,1( )

d2y
dx2 x=0=

∂2f
∂u2·e

2x -2
∂2f
∂u∂v

·exsinx+
∂2f
∂v2sin

2x+
∂f
∂u
·ex -

∂f
∂vcosx

æ

è
ç

ö

ø
÷ x=0

=f″uu 1,1( )·e0 - 2f″uv 1,1( )·e0 ·sin0 + f″vv 1,1( )sin20 + f'u 1,1( )e0 -

f'v 1,1( )cos0

=f″uu 1,1( ) +f'u 1,1( ) -f'v 1,1( )

(17)【详解】lim
n→∞∑

n

k=1

k
n2ln(1+

k
n
)=lim

n→∞∑
n

k=1

k
nln

(1+
k
n
)·1

n =∫
1

0
xln1+x( )dx=

1
2

∫
1

0
ln1+x( )dx2

=
1
2x

2ln1+x( ) 1
0-
1
2∫

1

0
x2dln1+x( ) =

1
2ln2-

1
2∫

1

0

x2

1+xdx

=
1
2ln2-

1
2∫

1

0

x2-1( ) +1
1+x dx=

1
2ln2-

1
2∫

1

0
x-1( )dx-

1
2∫

1

0

1
1+xdx

=
1
2ln2-

1
2

x2

2 -xæ

è
ç

ö

ø
÷

1
0-
1
2ln1+x( ) 1

0

=
1
2ln2-

1
2
1
2-1

æ

è
ç

ö

ø
÷-
1
2ln2

(18)【详解】方程x3+y3-3x+3y-2=0两边同时对x 求导,得

3x2+3y2dy
dx-3+3

dy
dx=0    ①

解,得dy
dx=

1-x2

1+y2

令dy
dx=0,解得x=±1,分别代入方程x3+y3-3x+3y-2=0,得

x=1,

y=1,{    
x=-1

y=0{
因此,驻点为 1,1( ) ,-1,0( ) .

对①两边再同时对x 求导,得

6x+6y
dy
dx
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+3y2d2y
dx2 +3

d2y
dx2 =0   ②

把点 1,1( ) 及dy
dx =0代入②,得d2y

dx2 =-1<0

因此,1,1( ) 为函数y(x)的极大值点
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把点 -1,0( ) 及dy
dx =0代入②,得d2y

dx2 =2>0

因此,-1,0( ) 为函数y(x)的极小值点.

综上所述,y(x)在x=1处有极大值1,在x=-1处有极小值0.

(19)【详解】(Ⅰ)因为lim
x→0+

f(x)
x <0,由极限的保号性可知,存在c ∈U+ 0( ) 使

得,f(c)
c <0,即 fc( ) <0.又 f1( ) >0,由 零 点 定 理 可 得,存 在ξ ∈ c,1( ) ,使 得

fξ( ) =0.

因此,方程f(x)=0在区间 (0,1)至少存在一个根.

(Ⅱ)令F(x)=f(x)f'(x)则

F'(x)=f(x)f″(x)- f'(x)[ ] 2

一方面,由lim
x→0+

f(x)
x <0,可得lim

x→0+
f(x)=0.

另一方面,设f(x)在 0,1[ ] 上具有二阶导数,则f(x)在x=0处连续.

因此,lim
x→0+

f(x)=0=f0( ) 即,f0( ) =0.有F 0( ) =f0( )f'0( ) =0

而由(Ⅰ)知,fξ( ) =0,有Fξ( ) =fξ( )f'ξ( ) =0

由lim
x→0+

f(x)
x =lim

x→0+

f'(x)
=lim

x→0+
f'(x)<0

及f(x)在 0,1[ ] 上具有二阶导数,得f'(0)<0

f(x)在 0,1[ ] 上由拉格朗日中值定理得存在η∈ 0,1( ) ,使得

f1( ) -f0( )

1-0 =f'η( )

由f1( ) >0,f0( ) =0可得f'η( ) >0

由零点定理得存在,ξ1 ∈ 0,η( ) 使得f'ξ1( ) =0

即

Fξ1( ) =fξ1( )f'ξ1( ) =0

综上所述F 0( ) =Fξ( ) =Fξ1( ) =0

由罗尔定理可得存在η1 ∈ 0,ξ( ) ,η2 ∈ ξ,ξ1( ) ,使得,

F'η1( ) =0,F'η2( ) =0

因此,F'(x)在 0,1[ ] 上至少有两个零点,即方程f(x)f″(x)+ f'(x)[ ] 2=0在区间

(0,1)内至少存在两个不同的实根.

(20)【详解】区域D关于y 轴对称,所以,
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∬
D

x+1( ) 2dxdy=∬
D

x2+2x+1( )dxdy=∬
D

x2dxdy+2∬
D

xdxdy+∬
D

dxdy

=2∬
D
x>0

x2dxdy+0+SD =2∫
π
2

0
dθ∫

2sinθ

0
r2cos2θ·rdr+π

=8∫
π
2

0
cos2θ·sin4θdθ+π=

5π
4

(21)【详解】L 在点P (x,y)处的切线方程为:

Y-y(x)=y'(x)X -x( )

令X =0,得

YP =y(x)-y'(x)x

L 在点P (x,y)处的法线方程为:

Y-y(x)=-
1

y'(x)
X -x( )

令Y=0,得

XP =x+y(x)y'(x)

由已知Xp =YP 得,

y(x)-y'(x)x=x+y(x)y'(x)

整理,得

y'(x)=
y-x
y+x

解微分方程可得

lnx2+y2( ) +2arctan
y
x =C

又由已知y(1)=0代入,得 C=0

因此,L 上的点 (x,y)满足的方程为

lnx2+y2( ) +2arctan
y
x =0

(22)【详解】(Ⅰ)因为 A 有3个不同的特征值,所以,0至多是矩阵 A 的单根,因

此,r A( ) ≥2

又因为α3=α1+2α2,则α1,α2,α3 线性相关;所以,r A( ) ≤2.综上所述,r A( ) =2
(Ⅱ)由(Ⅰ)r A( ) =2可得AX =0的基础解系有一个向量.而由α3=α1+2α2,即

α1+2α2-α3=0,得

A
1
2
-1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷= α1,α2,α3( )

1
2
-1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=0
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所以,
1
2
-1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

为AX =0的基础解系.因为,β=α1+α2+α3 则

α1,α2,α3( )

1
1
1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=α1+α2+α3=β,

即A
1
1
1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=β,所以,

1
1
1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

为Ax=β的特解.

因此,方程Ax=β的通解为k
1
2
-1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷+

1
1
1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
.

(23)【详解】设二次型f x1,x2,x3( ) 对应的矩阵为A ,则A=
2 1 -4
1 -1 1
-4 1 a

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

由f x1,x2,x3( ) 在正交变换下的标准形为λ1y1
2+λ2y2

2,可知,矩阵A 的特征值为

λ1,λ2,0.即r A( ) =2.所以 A =0.解 A =
2 1 -4
1 -1 1
-4 1 a

=0,得a=2

令 λE-A =0,解得λ=-3,6,0

-3E-A( )X =0的基础解系为α1=
1
-1
1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
,其单位向量为β1=

1
3

1
-1
1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
.

6E-A( )X =0的基础解系为α2=
-1
0
1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
,其单位向量为β2=

1
2

-1
0
1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
.

0E-A( )X =0的基础解系为α3=
1
2
1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
,其单位向量为β3=

1
3

1
2
1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
.

令λ1=-3,λ2=6.则

Q=

1
3

1
2

1
3

-1
3

0 2
3

1
3

-1
2

1
3

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷



尽享收获的喜悦!

19   

2016年全国硕士研究生入学统一考试

数学(二)试题详解

(1)【答案】(B)

【详解】当x→0+ 时,

α1=xcos x -1( ) ~-
1
2x

2,α2= xln1+
3
x( ) ~x

5
6,α3=

3
x+1-1~

1
3x

所以3个无穷小量按照从低阶到高阶的顺序是α1,α2,α3,故选(B)

(2)【答案】(D)

【详解1】排除法:

由原函数可导知,原函数一定连续,所以原函数在x=1处连续,排除(A)和(C)由已知

条件,可知原函数满足F'1( ) =f1( ) =0.

(B)选项中:

F'+ 1( ) =lim
x→1+

F(x)-F 1( )

x-1 =lim
x→1+

xlnx+1( ) -1-0
x-1 =lim

x→1+

lnx+2
1 =2

所以(B)错误,选(D)

【详解2】直接法:

对选项(D)中的函数求导,

F'(x)=
2x-1( ) ,x<1

lnx,x>1{ ,

又由F'+ 1( ) =F'- 1( ) =0,得F'1( ) =0

所以,f(x)=F'(x) 因此(D)选项是正确答案.

(3)【答案】(B)

【详解】∫
0

-∞

1
x2e

1
xdx=-∫

0

-∞
e
1
xd1x =-e

1
x 0

-∞=1;收敛

同理,∫
+∞

0

1
x2e

1
xdx=-∫

+∞

0
e
1
xd1x =+∞ ;发散.

(4)【答案】(B)

【详解】根据极值的必要条件可知,极值点可能是驻点或者导数不存在的点,根据极值
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得充分条件可知,在某点左右导数符号发生改变,则该点是极值点,因此从图形可知函数

f(x)有2个极值点

根据拐点的必要条件可知,拐点可能是二阶导数为零的点或二阶导数不存在的点,根据

拐点的充分条件可知,曲线在某点左右导函数的单调性发生改变,则该点是曲线的拐点,因

此曲线y=f(x)有3个拐点,故选(B)

(5)【答案】(A)

【详解】因为f″i(x)连续且f″i x0( ) <0,所以根据连续的定义和极限的保号性在x0的

某邻域U x0( ) 内有f″i(x)<0.所以fi(x)在U x0( ) 内是凸的,又因为在x=x0处具有公

切线y=g(x),根据凸函数的几何意义可知曲线与切线位置关系为fi(x)≤g(x).在x0

处y=f1(x)曲率大于y=f2(x),所以f″1 x0( ) <f″2 x0( ) <0.令F(x)=f1(x)-f2(x)

,因为在x=x0 处具有公共切线y=g(x),所以F x0( ) =0,F'x0( ) =0.再由F″x0( ) <0

得,F x0( ) =0为F(x)的极大值.所以在x0 的某邻域U1 x0( ) 内F(x)≤0,故f1(x)≤

f2(x),从而f1(x)≤f2(x)≤g(x),故选(A)

(6)【答案】(D)

【详解】因为

f'x x,y( ) =
ex x-y( ) -ex

x-y( ) 2
,f'y x,y( ) =

ex

x-y( ) 2
,

所以

f'x x,y( ) +f'y x,y( ) =
ex

x-y
,

故选(D)

(7)【答案】(C)

【详解】A 与B 相似,即存在可逆矩阵P ,使P-1AP=B ,则

BT = P-1AP( ) T =PTA T P-1( ) T = PT( ) -1( ) -1AT PT( ) -1 ,

即(A)是正确的

B-1= P-1AP( ) -1=P-1A -1P

进一步有

B+B-1=P-1AP+P-1A -1P=P-1 A+A-1( )P

即(B)(D)都是正确的;故选(C)

(8)【答案】(C)

【详解】二次型f x1,x2,x3( ) 对应矩阵
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A=

a 1 1

1 a 1

1 1 a

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

由

λE-A =

λ-a -1 -1

-1 λ-a -1

-1 -1 λ-a

= λ-a-2( ) λ-a+1( ) 2=0

得,A的特征值为a+2,a-1,由于f x1,x2,x3( ) 的正、负惯性指数为1,2,且正、负惯

性指数恰好等于特征值中正、负数的个数,所以a+2>0,a-1<0,即-2<a<1.故选(C)

(9)【答案】y=x+
π
2

【详解】因为

a=lim
x→∞

y
x =lim

x→∞

1
x

x3

1+x2+arctan1+x2( )
æ

è
ç

ö

ø
÷=1,

b=lim
x→∞

y-x( ) =lim
x→∞

x3

1+x2+arctan1+x2( ) -xæ

è
ç

ö

ø
÷=

π
2

所以,斜渐近线为y=x+
π
2

(10)【答案】sin1-cos1

【详解】因为

 lim
n→∞

1
n2 sin

1
n +2sin

2
n +…nsin

n
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

=lim
n→∞

1
n
1
nsin

1
n +

2
nsin

2
n +…

n
nsin

n
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

=lim
n→∞

1
n∑

n

k=1

k
nsin

k
n

所以,由定积分定义得,

lim
n→∞

1
n2 sin

1
n +2sin

2
n +…nsin

n
n

æ

è
ç

ö

ø
÷=∫

1

0
xsinxdx= -xcosx+sinx( ) 1

0=sin1-cos1

(11)【答案】y'-y=2x-x2

【详解】设一阶非齐次线性方程微分方程为y'+p(x)y=q(x),根据线性微分方程齐

次与非齐次解之间的关系知x2- x2-ex( ) =ex 为y'+p(x)y=0的解.所以p(x)=-1,又

因为y=x2为y'+p(x)y=q(x)的解,所以q(x)=2x-x2,故一阶非齐次线性微分方程为

y'-y=2x-x2
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(12)【答案】5
2×2n

【详解】当x=0时,f0( ) =1;

f(x)= x+1( ) 2+2∫
x

0
ft( )dt两边同时对x 求导,得

f'(x)=2x+1( ) +2f(x),

f'0( ) =4;

f'(x)=2x+1( ) +2f(x)两边同时对x 求导,得

f″(x)=2+2f'(x),

f″0( ) =10;

f″(x)=2+2f'(x)两边同时对x 求导,得

f‴(x)=2f″(x);

依次求导得

f n( ) (x)=2n-1f″(x);

所以,f n( ) 0( ) =2n-1f″0( ) =
5
2×2n

(13)【答案】22v0

【详解】l= x2+y2 = x2+x6 ,同时对t求导得,

dl
dt=

dl
dx
·dx
dt=

2x+6x5

2 x2+x6

dx
dt

又因为x=1,
dx
dt=v0,所以dl

dt x=1=
8
22

v0=22v0

(14)【答案】2

【详解】设A=

a -1 -1

-1 a -1

-1 -1 a

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,B=

1 1 0

0 -1 1

1 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

由

B=

1 1 0

0 -1 1

1 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 0

0 -1 1

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

得rB( ) =2,

因为A 与B 等价,所以r A( ) =rB( ) =2,于是
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A =

a -1 -1

-1 a -1

-1 -1 a

= a-2( ) a+1( ) 2

即a=2或a=-1

而a=-1时,A=

-1 -1 -1

-1 -1 -1

-1 -1 -1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

此时r A( ) =1,不合题意;故a=2.

(15)【详解1】

lim
x→0
cos2x+2xsinx( )

1
x4=elimx→0

ln cos2x+2xsinx( )

x4 =elimx→0
cos2x+2xsinx-1

x4 =elimx→0
1-12! 2x( ) 2+14! 2x( ) 4+2x x-x

3
3!( ) +o x4( )

x4

=elimx→0
1
3x4+o x4( )

x4 =e
1
3

【详解2】

lim
x→0

cos2x+2xsinx( )
1
x4 =elimx→0

ln cos2x+2xsinx( )

x4 =elimx→0
cos2x+2xsinx-1

x4 =elimx→0
-2sin2x+2sinx+2xcosx

4x3

=elimx→0
-4cos2x+2cosx+2cosx-2xsinx

12x2 =elimx→0
-4cos2x+4cosx-2xsinx

12x2 =elimx→0
8sin2x-4sinx-2sinx-2xcosx

24x

=elimx→0
8sin2x-6sinx-2xcosx

24x =elimx→0
16cos2x-6cosx-2cosx+2xsinx

24 =e
1
3

(16)【详解】f(x)=∫
x

0
x2-t2( )dt+∫

1

x
t2-x2( )dt=

4
3x

3-x2+
1
3

f'(x)=4x2-2x

令f'(x)=0,得x=
1
2
,且

当x∈ 0,12
æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)<0;当x∈

1
2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)>0,

从而f(x)在x=
1
2

处取极小值且为最小值f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
4

(17)【详解】由 x2+y2( )z+lnz+2x+y+1( ) =0,两边分别同时对x,y求偏导数得

2xz+ x2+y2( )
∂z
∂x+

1
z
∂z
∂x+2=0(1)

2yz+ x2+y2( )
∂z
∂y+

1
z
∂z
∂y+2=0(2)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

令∂z
∂x=0,

∂z
∂y=0(3)得 

x=-1

y=-1

z=1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(4)
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又对(1)分别关于x求偏导数,关于y求偏导数,(2)关于y求偏导数;再把(3)、(4)代入

即得:

2z+ x2+y2( )
∂2z
∂x2+

1
z
∂2z
∂x2=0

x2+y2( )
∂2z
∂x∂y+

1
z
∂2z
∂x∂y=0

2z+ x2+y2( )
∂2z
∂y2+

1
z
∂2z
∂y2=0

解得,

A=
∂2z
∂x2=-

2
3
,B=

∂2z
∂x∂y=0,C=

∂2z
∂y2=-

2
3

又AC-B2 >0,A <0,故z=zx,y( ) 在 -1,-1( ) 取得极大值,极大值为z=

z -1,-1( ) =1

(18)【详解】D= r,θ( )
π
4 ≤θ≤

3π
4
,0≤r≤

1
sinθ{ }

则∬
D

x2-xy-y2

x2+y2 dxdy=∫
π
4

3π
4

dθ∫
1
sinθ

0

r2cos2θ-r2cosθsinθ-r2sin2θ
r2

rdr

=∫
π
4

3π
4

cos2θ-cosθsinθ-sin2θ( )dθ∫
1
sinθ

0
rdr

=
1
2∫

π
4

3π
4

csc2θ-
cosθ
sinθ-2

æ

è
ç

ö

ø
÷dθ

=1-
π
2

(19)【详解】把y2(x)=μ(x)ex 代入原方程得,

2x-1( )ex μ″(x)+2μ(x)+μ(x)[ ] - 2x+1( )ex μ'(x)+μ(x)( ) +2μ(x)ex =0

即

2x-1( )μ″(x)+ 2x-3( )μ'(x)=0

整理得,

dμ'(x)
dx =μ″(x)=-

2x-3
2x-1μ

'(x)

变量分离得,

dμ'(x)
μ'(x)

=-
2x-3
2x-1

dx

两边积分
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∫dμ'(x)
μ'(x)

=-∫2x-3
2x-1

dx

即

lnμ'(x)=-∫1-
2

2x-1
æ

è
ç

ö

ø
÷dx=-x+ln2x-1 +lnC1

所以μ'(x)=C1 2x-1( )e-x ,两边积分

∫μ'(x)dx=C1∫2x-1( )e-xdx

得,

μ(x)=C1 -2x-1( )e-x +C2

由已知μ -1( ) =C1e+C2=e,μ0( ) =-C1+C2=-1,解得C1=1,C2=0

所以,μ(x)=- 2x+1( )e-x

根据二阶齐次线性方程解得结构得,原方程通解为

y(x)=D1y1+D2y2=D1ex +D2μ(x)ex

其中,D1,D2 为任意常数.

(20)【详解】由于,则可以化成直角坐标系下的方程,可得

x
1
3( ) 2+ y

1
3( ) 2=1,

从而有y2= 1-x
2
3( ) 3

所以,有

V=∫
1

0
π 1-x2( )

2dx-∫
1

0
π 1-x

2
3( ) 3dx=

2π
3 -

16π
105=

18π
35

表面积

S=2π×12+2π∫
π
2

0
sin3t 3cos2t -sint( ) 2( ) + 3sin2tcost( ) 2dt

=2π+6π∫
π
2

0
sin4tcostdt=

16π
5

(21)【详解】(Ⅰ)由已知

f(x)=∫
x

0

cost
2t-3π

dt,f0( ) =0

则

∫
3π
2

0
f(x)dx=∫

3π
2

0
f(x)d x-

3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷= x-

3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷f(x)

3π
20-∫

3π
2

0
x-

3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷f'(x)dx

=-∫
3π
2

0
x-

3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷
cosx
2x-3π

dx=-
1
2∫

3π
2

0
cosxdx=

1
2
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所以f(x)在 0,3π2
é

ë
êê

ù

û
úú 上的平均值为

1
3π
2 -0
∫

3π
2

0
f(x)dx=

1
3π
2 -0

·1
2=

1
3π

(Ⅱ)由f(x)=∫
x

0

cost
2t-3π

dt得,

f'(x)=
cosx
2x-3π

,

令f'(x)=0;解得在 0,3π2
æ

è
ç

ö

ø
÷ 上唯一驻点为x=

π
2
,

且当0<x<
π
2

时f'(x)<0;当
π
2 <x<

3π
2

时,f'(x)>0;

所以x=
π
2

为f(x)在 0,3π2
æ

è
ç

ö

ø
÷ 内的极值点,也是最小值点

故fmin(x)=f
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=∫

π
2

0

cost
2t-3π

dt<0,f0( ) =0.

fπ( ) =∫
π

0

cost
2t-3π

dt =∫
π

0

dsint
2t-3π

dt =
sint
2t-3π

π
0-∫

π

0
sintd 1

2t-3π = 2∫
π

0

sint
2t-3π( ) 2

dt>0函数f(x)在 0,π2
æ

è
ç

ö

ø
÷ 内无零点;函数f(x)在

π
2
,3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内唯一零点.综上

所述,f(x)在 0,3π2
æ

è
ç

ö

ø
÷ 内唯一零点.

(22)【详解】(Ⅰ)A,β( ) =

1 1 1-a

1 0 a

a+1 1 a+1

0

1

2a-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 1-a

0 1 1-2a

0 0 2a-a2

1

-1

a-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

当a=0时,r A( ) =2,r A,β( ) =3,Ax=β无解

(Ⅱ)A=

1 1 1

1 0 0

1 1 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
     ATA=

1 1 1

1 0 1

1 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1 1 1

1 0 0

1 1 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

3 2 2

2 2 2

2 2 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ATβ=

1 1 1

1 0 1

1 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

0

1

-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

-1

-2

-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ATA,ATβ( ) =

3 2 2

2 2 2

2 2 2

-1

-2

-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 0

0 1 1

0 0 0

-1

-2

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
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所以,ATA=0的基础解析系为ξ=

0

-1

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,ATA=β的特解为η=

1

-2

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,因此,ATA=

β的通解为x=kξ+η,其中k为任意常数.

(23)【详解】(Ⅰ)λE-A =

λ 1 -1

-2 λ+3 0

0 0 λ

=λλ+1( ) λ+2( )

所以,A 的特征值为-1,-2,0

其对应的特征向量分别为

ξ1=

1

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,ξ2=

1

2

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,ξ3=

3

2

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

令P= ξ1,ξ2,ξ3( ) =

1 1 3

1 2 2

0 0 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,   Λ=

-1 0 0

0 -2 0

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

有P-1AP=Λ,易知

P-1=

2 -1 -2

-1 1 1
2

0 0 1
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

所以,A=PΛP-1

A99=PΛ99P-1=

1 1 3

1 2 2

0 0 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-1( ) 99 0 0

0 -2( ) 99 0

0 0 099

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

2 -1 -2

-1 1 1
2

0 0 1
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

=

-2+299 1-299 2-298

-2+2100 1-2100 2-299

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(Ⅱ)

B2=BA

B3=B B2A( ) =B BA( ) =B2A=BAA=BA2
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B4=B2A2=BAA2=BA2=BAA2=BA3

依次类推得,

B100=BA99

所以,有

β1,β2,β3( ) = α1,α2,α3( )A99= α1,α2,α3( )

-2+299 1-299 2-298

-2+2100 1-2100 2-299

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而有

β1= -2+299( )α1+ -2+2100( )α2

β2= 1-299( )α1+ 1-2100( )α2

β3= 2-298( )α1+ 2-299( )α2
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2015年全国硕士研究生入学统一考试

数学(二)试题详解

(1)【答案】(D)

【详解】选项(A)根据∫
+∞

a

1
xpdx=

q>1 收敛

p≤1 发散{ ,所以∫
+∞

a

1
x

1
2
dx 发散 .

选项(B)∫
+∞

2

lnx
xdx=∫

+∞

2
lnxdlnx=

1
2limt→+∞

ln2t-
1
2ln

22=+∞ .发散

选项(C)∫
+∞

2

1
xlnxdx=lnlnx( ) +∞

2 =∞ .发散

选项(D)

∫
+∞

2

x
exdx=lim

A→+∞∫
A

2
xe-xdx=lim

A→+∞
-∫

A

2
xde-x( )

=lim
A→+∞

-xe-x A
2+∫

A

2
e-xdx( ) =limA→+∞

-Ae-A +2e2-e-A( )

=2e2.收敛.

(2)【答案】(B)

【详解】x≠0,

f(x)=lim
t→0
1+
sint
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x2
t

=ex,则,

lim
x→0

f(x)=lim
x→0

ex =1

所以x=0为可去间断点.

(3)【答案】(A)

【详解】因为,

f(x)=
xαcos1

xβ
,x>0

0,x≤0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(α>0,β>0)

当x>0时

f'(x)=αxα-1cos1
xβ +βxα-β-1sin1

xβ
,
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当x<0时,

f'(x)=0

若要lim
x→0

f'(x)=0,则

α-1>0

α-β-1>0{
解得,

α-β>1

(4)【答案】(C)

【详解】对于连续函数的曲线而言,拐点处的二阶导数等于零或者不存在.从图上可以看

出有两个二阶导数等于零的点,以及一个二阶导数不存在的点x=0.但对于这三个点,最左

边的二阶导数等于零的点的两侧二阶导数都是正的,所以对应的点不是拐点.而另外两个点

的两侧二阶导数是异号的,对应的点才是拐点,所以应该选(C)

(5)【答案】(D)

【详解】2x=
∂f
∂x=

∂f
∂u
·∂u
∂x+

∂f
∂v
·∂v
∂x=

∂f
∂u+

∂f
∂v
· -

y
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷(1),

-2y=
∂f
∂y=

∂f
∂u
·∂u
∂y+

∂f
∂v
·∂v
∂y=

∂f
∂u+

∂f
∂v
· 1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷(2)

(1)与(2)联立可解得

∂f
∂u=2x-y( )

∂f
∂v=-2x2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

由

u=1=x+y

v=1=
y
x

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得,

x=y=
1
2

所以,∂f
∂u u=1

v=1

=0,
∂f
∂v u=1

v=1

=-
1
2
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  (6)【答案】(B)

【详解】先画出区域D,如图所示.转化为极坐标表示

即可,即

∬
D

f x,y( )dxdy=∫
3π
4

π
4

dθ∫
1
sin2θ

1
2sin2θ

frcosθ,rsinθ( )rdr

选择(B).

(7)【答案】(D)

【详解】因为,

Ax=b有无穷多解 ⇔r(A)=r(A)<3,

得 A =0.即dz (0,1)=-dx,从而a=1或a=2

当a=1时,

A=

1 1 1︙ 1

1 2 1︙ α

1 4 1︙ α2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 1︙ 1

0 1 0︙ α-1

0 0 0︙ α2-3α+2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而α2-3α+2=0⇒α=1或α=2时x,y,z有无穷多解

当a=2时,

A=

1 1 1︙ 1

1 2 2︙ α

1 4 4︙ α2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 1︙ 1

0 1 1︙ α-1

0 0 0︙ α2-3α+2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而α2-3α+2=0⇒α=1或α=2时x,y,z有无穷多解

所以选(D)

(8)【答案】(A)

【详解】由已知得

f(x1,x2,x3)=YTPTAPY=2y2
1+y2

2-y2
3,Q=PE23E2(-1),

从而

f(x1,x2,x3)=YTQTAQY=YTET2(-1)ET
23PTAPE23E2(-1)Y ,

=YTE2(-1)E23PTAPE23E2(-1)Y=2y2
1-y2

2+y2
3,

其中

E23=

1 0 0

0 0 1

0 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,E2(-1)=

1 0 0

0 -1 0

0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

均为初等矩阵,所以选(A).
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(9)【答案】48

【详解】dy
dx=

3+3t2

1+t2( ) -1=3 1+t2( ) 2

d2y
dx2 =3·2· 1+t2( )·2t· 1

1+t2( ) -1=12t 1+t2( ) 2

d2y
dx2 t=1=48

(10)【答案】n(n-1)ln2( ) n-2

【详解】f(n)(x)=∑
n

k=0
Ck

n x2( )
(k) 2x( )

(n-k)=C0
n x2( )

(0) 2x( )
(n)+C1

n2x 2x( )
(n-1)+C2

n2

2x( )
(n-2)

f(n)(0)=C2
n2 2x( )

(n-2)=n(n-1)ln2( ) n-2

(11)【答案】f(1)=2

【详解】把x=1代入方程φ(x)=∫
x2

0
xf(t)dt可得

φ(1)=∫
1

0
f(t)dt

而已知φ(1)=1所以,∫
1

0
f(t)dt=1   (1)

对方程φ(x)=∫
x2

0
xf(t)dt两边同时对x 求导,得

φ'(x)=∫
x2

0
f(t)dt+2x2f(x2),

把x=1代入上式,得

φ'(1)=∫
1

0
f(t)dt+2f(1).

而由已知φ'(1)=5,及(1)可得

1+2f(1)=5,

解得,f(1)=2

(12)【答案】y(x)=e-2x +2ex

【详解】特征方程为r2+r-2=0,解得特征根为r1=-2,r2=1,所以,微分方程的通

解为

y(x)=C1e-2x +C2ex ,

由已知条件得

y'(0)=0,y(0)=3,
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则C1=1,C2=2,则y(x)=e-2x +2ex .

(13)【答案】-
1
3dx-

2
3dy

【详解】对方程ex+2y+3z +2xyz=1两边分别关于x,y 求导,得

ex+2y+3z(2+3
∂z
∂x
)+2y(z+x∂z∂x

)=0,

ex+2y+3z(2+3
∂z
∂y
)+2x(z+y

∂z
∂y
)=0,

再将 (0,0)代入得,

∂z
∂x (0,0)=-

1
3
,∂z
∂y

(0,0)=-
2
3
,

则

dz (0,0)=-
1
3dx-

2
3dy.

(14)【答案】21

【详解】设A的特征值为λ,对应的特征向量为α,则Aα=λα,

A2α=λAα

βα= A2-A+E( )α= λ2-λ+1( )α

由A的特征值为2,-2,1,可知B的所有特征值为3,7,1故

B =3·7·1=21

(15)【详解】由题意,

f(x)与g(x)在x→0时为等价无穷小,所以,lim
x→0

f(x)
g(x)=

1

即

1=lim
x→0

f(x)
g(x)=

lim
x→0

x+aln(1+x)+bxsinx
kx3

=lim
x→0

x+ax-
x2

2 +
x3

3 +ox3( )
æ

è
ç

ö

ø
÷+bx x-

x3

6 +ox3( )
æ

è
ç

ö

ø
÷

kx3

=lim
x→0

a+1( )x+ b-
a
2

æ

è
ç

ö

ø
÷x2+

a
3x

3+ox3( )

kx3

得,

a=-1,b=-
1
2
,k=-

1
3
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(16)【详解】由旋转体的体积公式可得,

V1=∫
π
2

0
π(Asinx)2dx=πA2·1

2
·π
2=

π2A2

4
,

V2=∫
π
2

0
2πAsinxdx=2πA ,

由已知V1=V2 得,

π2A2

4 =2πA .

解得,

A=
8
π

(17)【详解】由f″xy(x,y)=2(y+1)ex 两边同时对y 积分可得

f'x(x,y)=(y2+2y+c1)ex(1)

可得f'x(x,0)=cex  又由已知 f'x(x,0)=(x+1)ex ,

解得,c1=x+1

代入(1)可得

f'x(x,y)=(y2+2y+x+1)ex ,

两边同时对x 积分,得

f(x,y)=(y+1)2ex +xex -ex +c

由已知f(0,y)=y2+2y 可知c=0

故

f(x,y)=(y+1)2ex +xex -ex

令

f'x(x,y)=(y2+2y)ex +ex +xex =0

f'y(x,y)=(2y+2)ex =0{
解得

x=1

y=-1{
由题意可知唯一驻点为(1,-1),即为极值点,所以极值为f(1,-1)=0

(18)【详解】根据对称性可得,

I=∬
D

x(x+y)dxdy=∬
D

x2dxdy+∬
D

xydxdy=2∬
D1

x2dxdu,

其中D1={(x,y)|x2+y2 ≤2,y≥x2,x≥0},
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所以,

I=∬
D

x(x+y)dxdy=2∬
D1

x2dxdy=2∫
1

0
dx∫

2-x2

x2
x2dy=

π
4-

2
5 .

(19)【详解】因为

f(x)=∫
1

x
1+t2dt+∫

x2

1
1+tdt,

则

f'(x)=- 1+x2 +2x 1+x2 =(2x-1) 1+x2 ,

由

F'(x)=0,得x=
1
2
,

因为x<
1
2

时,F'(x)<0,

x>
1
2

时,F'(x)>0,所以x=
1
2

为极值点.

故F(12
)=∫

1

1
2

1+t2dt+∫
1
4

1
1+tdt,又F(1)=0,故F(12

)必小于0.

  F(-∞)=lim
x→-∞
(∫
1

x
1+t2dt+∫

x2

1
1+tdt)=lim

x→-∞
(-∫

x

1
1+t2dt+∫

x2

x
1+tdt+∫

x

1
1+tdt)

=lim
x→-∞

(∫
x

1
(1+t- 1+t2)dt+∫

x2

x
1+tdt)

=lim
x→-∞∫

x

1
( t-t2

1+t+ 1+t2
)dt+lim

x→-∞∫
x2

x
1+tdt

∫
x

1
( t-t2

1+t+ 1+t2
)dt<0,∫

x2

x
1+tdt>0

所以f(x)有两个零点

(20)【详解】由题意可知

V'(t)=k(V(t)-20)

所以

V'(t)-kV(t)=-20k

解得

V(t)=ekt 20e-kt+c[ ] =20+cekt

又因为V(0)=120,所以c=100

V(30)=30所以e30=
1
10
,解得
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k= -ln10
30

代入V(t0)=21可得t0=60.所以还需要30分钟就21°了

(21)【证明】切线方程为y=f'(b)(x-b)+f(b)

与x 轴的交点为x0=b-
f(b)
f'(b)

(1)证明x0 <b

因为f'(x)>0,所以f'(b)>0且f(x)单调增加,

可知f(b)>f(a)=0,易得x0=b-
f(b)
f'(b)<

b

(2)证明x0 >a

欲证x0 >a,等价于证明

b-
f(b)
f'(b)>

a,

因为f'(b)>0,所以原不等式等价于证明

f'(b)(b-a)>f(b)

令

b=x,F(x)=f'(x)(x-a)-f(x),x>a

易知

F(a)=0,F'(x)=f″(x)(x-a), x>a( )

又因为f″(x)>0,所以F'(x)>0,即F(x)单调递增.

易得F(b)>F(a)=0,原不等式得证.

(22)【详解】(Ⅰ)

A2=

a 1 0

1 a -1

0 1 a

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

a 1 0

1 a -1

0 1 a

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

a2+1 2a -1

2a a2 -2a

1 2a a2-1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

A3=

a2+1 2a -1

2a a2 -2a

1 2a a2-1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

a 1 0

1 a -1

0 1 a

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

a3+3a 3a2 -3a

3a2 a2 -3a2

3a 3a2 a3-3a

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=0

解得,a=0.

(Ⅱ)由X -XA2-AX +AXA2=E 得,

X(E-A2)-AX(E-A2)=E
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  即

(E-A)X(E-A2)=E

所以,

X =(E-A)-1(E-A2)-1

当a=0时,

A=

0 1 0

1 0 -1

0 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

则

A2=

1 0 -1

0 0 0

1 0 -1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,E-A=

1 -1 0

-1 1 1

0 -1 1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,E-A2=

0 0 1

0 1 0

-1 0 2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

进而

(E-A)-1=

2 1 -1

1 1 -1

1 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,(E-A2)-1=

2 0 -1

0 1 0

1 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

所以,

X =(E-A)-1(E-A2)-1=

3 1 -2

1 1 -1

2 1 -1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(23)【详解】(Ⅰ)

由

B-λE =

1-λ -2 0

0 b-λ 0

0 3 1-λ

=(1-λ)2(b-λ)=0

得B特征值为λ1=λ2=1,λ3=b

由

A-λE =

-λ 2 -3

-1 3-λ -3

1 -2 a-λ

=(1-λ)[λ2-(a+2)λ+2a-3]

由A ~B 则A与B有相同的特征值

解得,a=4,b=5
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(Ⅱ)由(Ⅰ)得

A=

0 2 -3

-1 3 -3

1 -2 4

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

其中特征值λ1=λ2=1,λ3=5,

当λ1=λ2=1时,解 (A-E)x=0方程的基础解系为

α1=

2

1

0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,α2=

-3

0

-1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

;

当λ3=5时,解 (A-5E)x=0方程的基础解系为

α3=

-1

1

1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

从而 (Aα1,Aα2,Aα3)=(α1,α2,5α3)

A(α1,α2,α3)=(α1,α2,α3)

1

1

5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

因为α1,α2,α3 线性无关,所以令P=α1,α2,α3,即P=

2 -3 -1

1 0 -1

0 1 1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,使得

P-1Ap=

1

1

5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.
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2014年全国硕士研究生入学统一考试

数学(二)试题详解

(1)【答案】(B)

【详解】由已知条件可得,

0=lim
x→0

lnα 1+2x( )

x =lim
x→0

2x( )α

x =2αlim
x→0

xα-1

0=lim
x→0

1-cosx( )
1
α

x =lim
x→0

x2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
α

x =
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
α

lim
x→0

x
2
α-1

两式联立解得1<α<2

(2)【答案】(C).

【详解】(A)lim
x→∞
(x+sinx)=∞ ,所以y=x+sinx 无水平渐近线,又可知y=x+sinx

无垂直渐近线,又lim
x→∞

x+sinx
x =1,lim

x→∞
(x+sinx-x)=lim

x→∞
sinx 极限不存在,所以y=x+

sinx 无斜渐近线,

(B)lim
x→∞
(x2+sinx)=∞ ,所以y=x2+sinx 无水平渐近线,又可知y=x2+sinx 无垂

直渐近线,又lim
x→∞

x2+sinx
x =∞ ,极限不存在,所以y=x2+sinx 无斜渐近线,

(C)lim
x→∞
(x+sin

1
x
)=∞ ,所以y=x+sin

1
x

无水平渐近线,又可知y=x+sin
1
x

无垂

直渐近线,又lim
x→∞

x+sin
1
x

x =1,lim
x→∞
(x+sin

1
x -x)=lim

x→∞
sin1x=0

,所以y=x+sin
1
x

有

斜渐近线y=x,

(D)lim
x→∞
(x2+sin

1
x
)=∞ ,所以y=x2+sin

1
x

无水平渐近线,又可知y=x2+sin
1
x

无

垂直渐近线,又lim
x→∞

x2+sin
1
x

x =∞ ,极限不存在,所以y=x2+sin
1
x

无斜渐近线,

(3)【答案】(D)
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【详解】g(x)=f(0)(1-x)+f(1)x,实质为一条连接 [0,f(0)],[1,f(1)]的直

线,所以当f″(x)≥0时,f(x)为凹的,由凹凸性的定义或者图形可得,

f(x)≤f(0)(1-x)+f(1)x=g(x)

(4)【答案】(C)

【详解】直接代入曲率公式可得曲率

k=
x't( )·y″t( ) -x″t( )·y't( )

x'2t( ) +y'2t( )[ ]
3
2

t=1=
2t·2-2· 2t+4( )

2t+4( ) 2+ 2t( ) 2[ ]
3
2

t=1=
1

10 10

所以,曲率半径

R=
1
k =10 10

(5)【答案】(D)

【详解】由f(x)=xf'(ξ)可得arctanx=
x

1+ξ2
 所以,

lim
x→0

ξ2

x2=lim
x→0

x
arctanx-1

x2 =
1
3

(6)【答案】(A)

【详解】由 ∂2u
∂x∂y ≠

0,∂
2u
∂x2+

∂2u
∂y2=0可得

∂2u
∂x2·

∂2u
∂y2-

∂2u
∂x∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

<0

即函数u(x,y)在区域D内没有极值,所以函数u(x,y)的最值只能在边界上取得

(7)【答案】(B)

【详解1】利用行列式性质把此行列式化为拉普拉斯形式

0 a b 0

a 0 0 b

0 c d 0

c 0 0 d

=-

a b 0 0

c d 0 0

0 0 d c

0 0 b a

=- ad-bc( ) 2

【详解2】按第一列展开

0 a b 0

a 0 0 b

0 c d 0

c 0 0 d

=-a

a b 0

c d 0

0 0 d

-c

a b 0

0 0 b

c d 0

=-adad-bc( ) +bcad-bc( ) =- ad-bc( ) 2
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所以正确答案为 (B)

(8)【答案】(A)

【详解】 ①充分性

若向量组α1+kα3,α2+lα3 线性无关,令k=0,l=0,得α1,α2 线性无关

但α1,α2,α3 不一定线性无关,比如若α3=0时,α1,α2,α3 线性相关.

从而任意常数k,l,向量组α1+kα3,α2+lα3线性无关不是向量组α1,α2,α3线性无关的

充分条件.

②必要性

α1+kα3,α2+lα3( ) = α1,α2 α3( )

1 0

0 1

k l

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

令

C= α1+kα3,α2+lα3( ) ,A= α1,α2 α3( ) ,B=

1 0

0 1

k l

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而C=AB

因为,向量组α1,α2,α3 线性无关,所以,r(A)=3

所以,r(C)=r(AB)=r(B)=2

因此,对于任意常数k,l,向量组α1+kα3,α2+lα3 线性无关

所以正确答案为 (A).

(9)【答案】3
8π

【详解】∫
1

-∞

1
x2+2x+5

dx=lim
A→-∞∫

1

A

1
x2+2x+5

dx=lim
A→-∞∫

1

A

1
x+1( ) 2+4

dx

=lim
A→-∞

arctanx+1
2

1
A=
3π
8

(10)【答案】1.

【详解】由f'(x)=2(x-1),x∈ [0,1] 可解得

f(x)=x2-x+c,x∈ [0,1]

又因为f(x)为奇函数,则f(0)=0  代入f(x)=x2-x+c,解得,c=0

所以,f(x)=x2-x

另一方面,f(x)是周期为4的奇函数,

f(7)=f -1( ) =-f1( )
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因此,

f(7)=-f1( ) =1

(11)【答案】-
1
2dx-

1
2dy

【详解】把x=
1
2
,y=

1
2

代入e2yz +x+y2+z=
7
4

得z=0

对方程e2yz +x+y2+z=
7
4

两边同时对x 求导得

e2yz 2y
∂z
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷+1+

∂z
∂x=0

把x=
1
2
,y=

1
2
,z=0代入解得

∂z
∂x

1
2,
1
2,0( ) =-

1
2

对方程e2yz +x+y2+z=
7
4

两边同时对y 求导得

e2yz 2z+2y
∂z
∂y

æ

è
ç

ö

ø
÷+2y+

∂z
∂y=0

把x=
1
2
,y=

1
2
,z=0代入解得

∂z
∂y

1
2,
1
2,0( ) =-

1
2

所以,

dz 1
2,
1
2( ) =-

1
2dx-

1
2dy

(12)【答案】y=-x+
π
2

【详解】r=θ转换成直角坐标方程为 x2+y2 =arctan
y
x
,方程两边同时对x 求导,得

x+yy'
x2+y2

=
xy'-y
x2+y2

即

x+yy'=
xy'-y
x2+y2

点 r,θ( ) =
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,即 x,y( ) = 0,π2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 代入上式,得y' 0,π2( ) =-

2
π
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于是,切线方程为

y-
π
2=-

2
π x-0( )

即

y=-
2
πx+

π
2

(13)【答案】11
20

【详解】∫
1

0
-x2+2x+1( )dx= -

1
3x

3+x2+xæ

è
ç

ö

ø
÷

1
0=
5
3

∫
1

0
x -x2+2x+1( )dx=∫

1

0
-x3+2x2+x( )dx= -

1
4x

4+
2
3x

3+
1
2x

2æ

è
ç

ö

ø
÷

1
0=
11
12

(14)【答案】 -2,2[ ]

【详解】二次型的矩阵

A=

1 0 a

0 -1 2

a 2 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而知其三个特征值之和为0

又因为其负惯性指数为1,所以 A ≤0,即

A =a2-4≤0⇒-2≤a≤2

(15)【答案】1
2

【详解】

lim
x→+∞

∫
x

1
[t2(e

1
t -1)-t]dt

x2ln(1+
1
x
)

=lim
x→+∞

∫
x

1
[t2(e

1
t -1)-t]dt

x =lim
x→+∞

x2(e
1
x -1)-x[ ]

=lim
t→0+

1
t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

(et-1)-
1
t

é

ë
êê

ù

û
úú=lim

t→0+

(et-1)-t
t2

é

ë
êê

ù

û
úú=
1
2

(16)【详解】1+y2( )dy= 1-x2( )dx,由初始条件y2( ) =0,得y+
1
3y

3 =x -

1
3x

3+
2
3

又驻点为 (1,1)(-1,0),则对方程两边求导,推出:y″(1)=-1,y″(-1)=2,所以,函

数的极大值点为1,极小值点为0.
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(17)【详解】由轮换对称性得,

原式=
1
2∬

D

sinπ x2+y2( )dxdy=
1
2∫

π
2

0
dθ∫

2

1
sinπr( )rdr= -

3
4

18.【详解】由于

∂z
∂x=f'(excosy)excosy,

∂z
∂y=-f'(excosy)exsiny,

所以

∂2z
∂x2=f″(excosy)e2xcos2y+f'(excosy)excosy,

∂2z
∂y2=f″(excosy)e2xsin2y-f'(excosy)excosy

所以

∂2z
∂x2+

∂2z
∂y2=f″(excosy)e2x =(4z+excosy)e2x

得

f″(excosy)=4z+excosy=4f(excosy)+excosy

所以f″(u)=4f(u)+u,对应的微分方程为y″-4y=x,为二阶非齐次线性微分方

程,其齐次通解为Y(x)=(C1+C2x)e2x ,非齐次特解为Y*(x)=ax+b代入原微分方程得

a=-
1
4
,b=0,所以Y*(x)=-

1
4x

,所以非齐次通解y(x)=(C1+C2x)e2x -
1
4x

,由

f(0)=0,f'(0)=0,得 C1 =0,C2 =
1
4
,所 以 y(x)=

1
4x
(e2x -1),即 f(u)=

1
4u
(e2u -1).

(19)【详解】(Ⅰ)由g(x)在闭区间 a,b[ ] 上连续,且0≤g(x)≤1,由积分的性质

可得

∫
x

a
0dt≤∫

x

a
gt( )dt≤∫

x

a
1dt

所以,

0≤∫
x

a
gt( )dt≤x-a

(Ⅱ)令

Ft( ) =∫
a+∫tag(x)dx
a

f(x)dx-∫
t

a
f(x)g(x)dx

则F a( ) =0
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F't( ) =f∫
t

a
g(x)dx( )gt( ) -ft( )gt( )

由f(x)在区间 a,b[ ] 单调增,且0≤g(x)≤1,可得

F't( ) =fa+∫
t

a
g(x)dx( )gt( ) -ft( )gt( ) ≤fa+t-a( )gt( ) -ft( )gt( ) =0

所以,Ft( ) 为减函数.因此

Fb( ) =∫
a+∫bag(x)dx

a
f(x)dx-∫

b

a
f(x)g(x)dx≤F a( ) =0

即

∫
a+∫bag(x)dx

a
f(x)dx≤∫

b

a
f(x)g(x)dx

(20)【详解】f1(x)=
x
1+x

,  f2(x)=
x

1+2x

f3(x)=
x

1+3x
 ,…  , fn(x)=

x
1+nx

Sn(x)=∫
1

0

x
1+nxdx

,则

lim
n→∞

nSn =lim
n→∞

n∫
1

0

x
1+nxdx=lim

n→∞
1-∫

1

0

1
1+nxdx

æ

è
ç

ö

ø
÷=lim

n→∞
1-
ln1+nx( )

n
1
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

=lim
n→∞

1-
ln1+n( )

n
æ

è
ç

ö

ø
÷=1

(21)【详解】由已知

f(x,y)=(y+1)2+φ(x),

且φ(x)=-(2-x)lnx,则

V=∫
2

1
π(2-x)lnxdx= 2ln2-

5
4

æ

è
ç

ö

ø
÷π

(22)【详解】(Ⅰ)

A=

1 -2 3 -4

0 1 -1 1

1 2 0 -3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 0 1

0 1 0 -2

0 0 1 -3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而同解方程组为

x1=-x4

x2=2x4

x3=3x4

ì

î

í

ï
ï

ï
ï
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所以方程组Ax=0的一个基础解系为α=

-1

2

3

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

(Ⅱ)令β1=

1

0

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,β2=

0

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,β1=

0

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,则

A︙β1,β2,β3( )=

1 -2 3 -4 ︙ 1 0 0

0 1 -1 1 ︙ 0 1 0

1 2 0 -3 ︙ 0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 0 1 ︙ 2 6 -1

0 1 0 -2 ︙ -1 -3 1

0 0 1 -3 ︙ -1 -4 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

所以Ax=β1 的一个特解为α1=

2

-1

-1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

Ax=β2 的一个特解为α2=

6

-3

-4

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

Ax=β3 的一个特解为α3=

-1

1

1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

所以

B=

-k1+2 -k2+6 -k3-1

2k1-1 2k2-3 2k3+1

3k1-1 3k2-4 3k3+1

k1 k2 k3

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,k1,k2,k3 ∈R( )

(23)【详解】令

A=

1

1

︙

1

1

1

︙

1

…

…

…

1

1

︙

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

,B=

0

0

︙

0

0

0

︙

0

…

…

…

1

2

︙

n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷
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则

λE-A=

λ-1 -1 … -1

-1 λ-1 … -1

︙ ︙ ︙

-1 -1 … λ-1

=(λ-n)

1 1 … 1

0 λ … 0

︙ ︙ ︙

0 0 … λ

=λn-1(λ-n)=0

解得,λ1=λ2=…=λn-1=0,λn =n

因为AT =A ,即A 为实对称矩阵,

所以A 可相似对角化,即A ~Λ,其中Λ=

n

0

⋱

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

λE-B =

λ

0

︙

0

0

λ

︙

0

…

…

…

-1

-2

︙

λ-n

==λn-1(λ-n)=0⇒λ1=λ2=…=λn-1=0,λn =n

当λ1=λ2=…=λn-1=0时,-B=

0

0

︙

0

0

0

︙

0

…

…

…

-1

-2

︙

-n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

→

0

0

︙

0

0

0

︙

0

…

…

…

1

0

︙

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

即r(-B)=1

所以λ1=λ2=…=λn-1=0对应n-1个线性无关的特征向量

从而B 可相似对角化,即B ~Λ,其中Λ=

n

0

⋱

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

所以A 与B 相似.
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2013年全国硕士研究生入学统一考试

数学(二)试题详解

(1)【答案】(C)

【详解】因为cosx-1~-
x2

2
,sinα(x)~α(x).所以α(x)~-

x
2

所以α(x)为x 的同阶且不等价无穷小量

(2)【答案】(A)

【详解】令x=0代入cos(xy)+lny-x=1,得y=1,即f0( ) =1

对方程cos(xy)+lny-x=1两边同时求导,得

-sinxy( ) y+y'( ) +
y

-1=0

把x=0,y=1代入解得y' x=0=2,即f'0( ) =2

所以,

limn
n→∞

[f(
2
n
)-1]=lim

n→∞

f(2n
)-1

1
n

=lim
n→∞

f(2n
)-f0( )

1
n

=f'0( ) =2

(3)【答案】(C)

【详解】在[0,2π]内,x=π是仅有的第一类间断点,f(x)有界,故f(x)在[0,2π]上可

积,F(x)在[0,2π]连续.但由于x=π是第一类间断点,所以F(x)在该点处不可导

(4)【答案】(D)

【详解】∫+∞1 f(x)dx=∫e
1

1
(x-1)α-1dx+∫

+∞
e

1
xlnα+1xxdx

瑕积分∫
e

1

1
x-1( )α-1dx 的瑕点为x=1,故α-1<1时瑕积分收敛;

所以,要使∫
+∞

e

1
xlnα+1x

dx=-
1
α lnx( ) -α +∞

e 收敛,只需α>0.

(5)【答案】(A)

【详解】因为
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∂z
∂x=

y
x2f(xy)+

y
x
·y·f'(xy),

∂z
∂y=

1
xf(xy)+

y
x
·x·f'(xy)

所以有

x
y
·∂z
∂x+

∂z
∂y=2yf'(xy),

(6)【答案】(B)

【详解】由轮换对称性,可知

I1=I3=0

第二象限横坐标为负,纵坐标为正;第四象限横坐标为正,纵坐标为负.所以,

I2 >0,I4 <0

(7)【详解】由已知AB=C ,即

A b1,b2,…,bn( ) = c1,c2,…,cn( )

得Abi=ci(i=1,2,…,n),即C 的每一列向量可由A 的列向量组线性表示.

因为B 为可逆矩阵,从而A=CB-1 ;同理可得A 的每一列向量可由C 的列向量组线性

表示.

故A 的列向量组与C 的列向量组等价,正确选项为(B )

(8)【答案】(B)

【详解】由A=

1 a 1

a b a

1 a 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

为实对称矩阵,B=

2

b

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

为对角矩阵.

故矩阵A 与B 相似的充分必要条件是特征值都相同.而B的特征值为2,b,0

由

A-λE =

1-λ a 1

a b-λ a

1 a 1-λ

=λ 2a2-(λ-2)(λ-b)[ ] =0

可得A 的特征值为2a2+2,b,0,从而a=0,b为任意实数,正确选项为(B )

(9)【答案】e
1
2

【详解】lim
x→0
2-
ln(1+x)

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
x

=e
lim
x→0

ln 2ln
(1+x)
x[ ]

x =e
lim
x→0

1-ln
(1+x)
x

x =e
lim
x→0

x-ln(1+x)
x2 =e

lim
x→0

1- 1
1+x
2x =e

1
2

(10)【答案】 1
1-e-1

【详解】由题可知,
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f(-1)=0,f'(x)= 1-ex⇒f'(-1)= 1-e-1 ,

所以有,

dx
dy y=0

=
1

f'(-1)=
1

1-e-1

(11)【答案】π
12

【详解】由题知,

S=
1
2∫

π
6

-
π
6

cos23θdθ=
1
4∫

π
6

-
π
6

1+cos6θ( )dθ=
π
12

(12)【答案】y=-x+
π
4ln2

【详解】由题知,

dy
dx=

dy/dt
dx/dt=

1
1+t2

· 2t
2 1+t2

1
1+t2

=t,

所以t=1相对应点处导数

dy
dx=t|t=1⇒

x0=arctan1=
π
4

y0=ln 1+12 =ln2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

过 (x0,y0)的法线方程为y-y0=-1(x-x0)即为

y=-x+
π
4ln2

(13)【答案】y=e3x -ex -xe2x

【详解】根据题意可知,对应的齐次微分方程的2个线性无关的解为e3x,ex

所以,齐次微分方程的通解为

y=c1e3x +c2ex

所以,非齐次微分方程的通解为

y=c1e3x +c2ex -xe2x

y x=0=0,y' x=0=1代入非齐次通解,解得C1=1,C2=-1

所以,微分方程的解为:

y=e3x -ex -xe2x

(14)【答案】-1

【详解】由已知Aij +aij =0,得Aij =-aij ,即A* =-AT
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两边取行列式得

A* = -AT ⇒ A* =- A

又因为

A* = A n-1= A 2

从而 A 2=- A   解得,A =0,-1

由A* =-AT  得,ATA=- A E

若 A =0,则ATA=0,与已知A 为三阶非零矩阵相矛盾

故 A =-1

(15)【详解】利用泰勒公式有:

cosx=1-
1
2x

2+o(x2)

cos2x=1-
1
2
(2x)2+o(x2)=1-2x2+o(x2),

cos3x=1-
1
2
(3x)2+o(x2)=1-

9
2x

2+o(x2),

所以

1-cosx·cos2x·cos3x=[1-
1
2x

2+o(x2)]·[1-2x2+o(x2)]·[1-
9
2x

2+o(x2)]

=1-[1-
1
2x

2-2x2-
9
2x

2+o(x2)]=7x2+o(x2)

可得,当x→0时,1-cosx·cos2x·cos3x~7x2,所以当x→0时,7x2~axn ,所以

有a=7,n=2.

(16)【详解】由旋转体的体积公式:Vx =π∫
b

a
[f(x)]2dx

得D 绕x 轴旋转体的体积

Vx =π∫
a

0
(x

1
3)2dx=

3π
5a

5
3 ,

又因为D 绕y 轴旋转体的体积,可以由整个圆柱体体积减去D1 绕y 轴旋转体的体积

得到,其中D1 是由x=y3,y=a
1
3,x=0所围成.所以

Vy =πa2a
1
3 -π∫

a
1
3

0
(y3)2dy=

6π
7a

7
3 ,

又由Vy =10Vx ,所以

6π
7a

7
3 =10

3π
5a

5
3
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解得,a=77.

(17)【详解】由于区域D 为非X非Y型区域,将其分成两个X型区域D1,D2,所以

∬
D

x2dxdy=∬
D1

x2dxdy+∬
D2

x2dxdy,

而

∬
D1

x2dxdy=∫
2

0
dx∫

3x

x
3

x2dy=
32
3

∬
D2

x2dxdy=∫
6

2
dx∫

8-x

x
3

x2dy=128

所以

∬
D

x2dxdy=
416
3

(18)【详解】(Ⅰ)做辅助函数

F(x)=f(x)-x,x∈ [0,1]

由题意得F(x)在 [0,1]上连续,在 (0,1)可导,又f(x)是奇函数,所以f(0)=0,故

F(0)=f(0)-0

又f(1)=1,所以

F(1)=f(1)-1=0

故F(0)=F(1).由罗尔定理得在 (0,1)内至少存在一点ξ,使得

F'(ξ)=0

即f'(ξ)=ξ
(Ⅱ)做辅助函数

G(x)=ex(f'(x)-1),x∈ [-1,1]

所以G(x)在 [-1,1]上连续,在 (-1,1)可导,

由(1)f'(ξ)=1知,G(ξ)=0

又f(x)是奇函数,所以f'(x)是偶函数.故f'(-ξ)=1

所以G(-ξ)=0=G(ξ).G(x)在 [-ξ,ξ]上满足罗尔定理,

所以在 (-ξ,ξ)上至少存在一点η使得G'(η)=0即

f″(η)+f'(η)=1

(19)【详解】根据题意可知,只需求

函数f(x,y)=x2+y2,在条件x3-xy+y3-1=0下的最值即可

构造拉格朗日函数:

L(x,y,λ)=x2+y2+λ(x3-xy+y3-1),
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令

∂L
∂x=2x+λ(3x2-y)=0

∂L
∂y=2y+λ(-x+3y2)=0

∂L
∂λ=x3-xy+y3-1=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

解上述程组得

x=1,y=1

f(1,1)=2,可得距离为 2.

再求边界上的f(x,y)=x2+y2 最值,

当x=0时,由

x3-xy+y3-1=0

得y=1,所以f(0,1)=1,可得距离为1.

当y=0时,由

x3-xy+y3-1=0

得x=1,所以f(1,0)=1,可得距离为1.

综上可得最小距离为1,最大距离为 2.

(20)【详解】(Ⅰ)由函数

f(x)=lnx+
1
x
,x>0,

得

f'(x)=
x-1
x2

,

所以f(x)的唯一柱点为x=1,又因为f(x)在 (0,1)单调递减,在 (1,+∞)单调递

增,所以x=1为极小值点,也是最小值点,所以f(1)=1是最小值.

(Ⅱ)利用单调有界准则证明

由(1)知任意x>0,lnx+
1
x ≥1,所以

lnxn +
1

xn+1
=lnxn +

1
xn

+
1

xn+1
-
1
xn
<1,

又因lnxn +
1
xn
≥1,所以
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1
xn+1

-
1
xn
<0,

即xn <xn+1 ,所以 xn{ } 单调递增.

因lnxn +
1

xn+1
<1,得

1
xn+1

>0,

所以lnxn <1,所以xn <e,即 xn{ } 有上界.

所以lim
n→∞

xn 存在,设lim
n→∞

xn =A ,对lnxn +
1

xn+1
<1两边同时取极限,得

lnA+
1
A <1,

又由(1)知lnA+
1
A ≥1,故

lnA+
1
A =1,

所以A=1,即lim
n→∞

xn =1.

(21)【详解】(Ⅰ)

由弧长公式得

s=∫
e

1
1+(y')2dx=∫

e

1
1+

1
4
(x-

1
x
)
2

dx=
1
2∫

e

1
(x+

1
x
)dx=

1+e2

4

(Ⅱ)由形心公式得

x=
∫

e

1
x(x

2

4 -
1
2lnx

)dx

∫
e

1
(x

2

4 -
1
2lnx

)dx
=
3(e4-2e2-3)
4(e2-7)

.

(22)【详解】设矩阵

C=
x1 x2

x3 x4

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ,

则

AC=
1 a

1 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
x1 x2

x3 x4

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=
x1+ax3 x2+ax4

x1 x2

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

CA=
x1 x2

x3 x4

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
1 a

1 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

x1+x2 ax1

x3+x4 ax3

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
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AC-CA=
x1+ax3 x2+ax4

x1 x2

æ

è

çç

ö

ø

÷÷-
x1+x2 ax1

x3+x4 ax3

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

=
-x2+ax3 -ax1+x2+ax4

x1-x3-x4 x2-ax3

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

由AC-CA=B ,得

-x2+ax3=0

-ax1+x2+ax4=1

x1-x3-x4=1

x2-ax3=b

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

此为4元非齐次线性方程组,欲使得矩阵C 存在,则此非齐次线性方程组必有解,从而

增广矩阵

A=

0 -1 a 0 0

-a 1 0 a 1

1 0 -1 -1 1

0 1 -1 0 b

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

→

1 0 -1 -1 1

0 1 -a 0 0

0 0 0 0 b

0 0 0 0 1+a

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

所以当1+a=0,b=0,即a=-1,b=0时,非齐次线性方程组有解,存在矩阵C ,使得

AC-CA=B

又

A →

1 0 -1 -1 1

0 1 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

所以

X =

x1

x2

x3

x4

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

=c1

1

-1

1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

+c2

1

0

0

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

+

1

0

0

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

=

c1+c2+1

-c1

c1

c2

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

所以

C=
c1+c2+1 -c1

c1 c2

æ

è

çç

ö

ø

÷÷(c1,c2 为任意实数)
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  (23)【详解】(Ⅰ)

f(x1,x2,x3)=2α1x1+α2x2+α3x3( ) 2+ b1x1+b2x2+b3x3( ) 2

=2 x1,x2,x3( )

α1

α2

α3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

α1,α2,α3( )

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

+ x1,x2,x3( )

b1

b2

b3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

b1,b2,b3( )

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

=XT(2ααT)X +XT(ββT)=XT(2ααT +ββT)X

故二次型f 对应的矩阵

A=2ααT +ββT

(Ⅱ)因为α,β正交且都为单位向量,即

βTα=0,αTβ=0,αTα=1,βTβ=1

故

Aα= 2ααT +ββT( )α=2α

从而矩阵A 的其中一个特征值为λ1=2

同理可得

Aβ= 2ααT +ββT( )β=β,

即矩阵A 的其中一个特征值为λ2=1

又因为

rααT( ) =1,rββT( ) =1

所以

r A( ) =r2ααT +ββT( ) ≤2

从而矩阵A 的其中一个特征值为λ3=0

故若α,β正交且都为单位向量,二次型f 经正交变换后的标准形为2y2
1+y2

2
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2012年全国硕士研究生入学统一考试

数学(二)试题详解

(1)【答案】(C)

【详解】

lim
x→1

x2+x
x2-1

=lim
x→1

x
x-1=∞ ,

有1条垂直渐近线;

lim
x→∞

x2+x
x2-1

=lim
x→∞

x
x-1=1,

有1条水平渐近线;

(2)【答案】(A)

【详解】由已知f(0)=0,则

f'(0)=lim
x→0

f(x)-f(0)
x =lim

x→0

(ex -1)(e2x -2)…(enx -n)
x

=lim
x→0
(e2x -2)…(enx -n)=(-1)n-1(n-1)!

(3)【答案】(B).

【详解】sn{ } 有界可得出 an{ } 部分和有界,则得出lim
n→∞

an =0,反过来 an{ } 收敛,得不

出 sn{ } 有界,比如调和级数.

(4)【答案】(D)

【详解】I1=∫
π

0
ex2sinxdx>0,

I2=∫
2π

0
ex2sinxdx=∫

π

0
ex2sinxdx-∫

π

0
e x+π( ) 2sinxdx=I1-∫

π

0
e x+π( ) 2sinxdx<I1

I3=∫
3π

0
ex2sinxdx =I2 +∫

3π

2π
ex2sinxdx   =∫

π

0
ex2sinxdx -∫

π

0
e x+π( ) 2sinxdx +

∫
π

0
e x+2π( ) 2sinxdx

=I1+∫
π

0
e x+2π( ) 2 -e x+π( ) 2( )sinxdx>I1
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(5)【答案】(D)

【详解】由已知,∂f(x,y)
∂x >0,则若x1 <x2,有

f(x1,y1)<f(x2,y1),

∂f(x,y)
∂y <0,则若y1 >y2,有

f(x2,y1)<f(x2,y2),

于是有

f(x1,y1)<f(x2,y2).

(6)【答案】(D)

【详解】二重积分化累次积分计算即可.

∬
D

(xy2-1)dxdy=∫
1

-1
dy∫

arcsiny

-
π
2

(xy2-1)dx=-π

(7)【答案】(C).

【详解】由α3+α4=

0

0

c5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

必与α1 线性相关,从而α1,α3,α4 线性相关,故应选(C).

(8)【答案】(B).

【详解】由题设,

Q= α1+α2,α2,α3( ) = α1,α2,α3( )

1 0 0

1 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而

Q-1AQ= α1,α2,α3( )

1 0 0

1 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-1

A α1,α2,α3( )

1 0 0

1 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

=

1 0 0

1 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-1

P-1AP

1 0 0

1 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

=

1 0 0

1 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-1 1 0 0

0 1 0

0 0 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1 0 0

1 1 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

1 0 0

0 1 0

0 0 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

故应选(B).
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(9)【答案】1

【详解】等式两边同时对等式两边对x 求导,即可得出

2x-y'=eyy'

两边同时再对x 求导

2-y″=eyy'2+eyy″,.

又

y(0)=0,y'(0)=0

所以,y″(0)=1

(10)【答案】π
4

【详解】lim
n→∞

n 1
1+n2+

1
2+n2+…+

1
n2+n2

æ

è
ç

ö

ø
÷ =∑

n

k=1

1
n

1

1+
k
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ =∫

1

0

1
1+x2dx=

π
4

(11)【答案】0

【详解】

∂z
∂x=f'·

1
x
,∂z
∂y=f'· -

1
y2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

于是

x∂z∂x+y2∂z
∂y=0

(12)【答案】y= x

【详解】方程可整理为

dx
dy+

1
y
x=3y,

将x 看做因变量,为一阶线性非齐次微分方程,代公式得

x=e-∫1ydy∫3ye∫
1
ydydy+C( ) ,

整理计算,得

x= y3+C( )
1
y
,

又

y(1)=1,
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于是,特解为y= x .

(13)【答案】-1,0( )

【详解】

y'=2x+1,y″=2.

代入曲率公式,可解得,

x=-1,y=0.

(14)【答案】-27.

【详解】设

E12=

0 1 0

1 0 0

0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

则B=E12A ,从而

BA* = E12AA* =- A 3=-27.

(15)【详解】(Ⅰ)

lim
x→0

f(x)=lim
x→0

x1+x( ) -sinx
xsinx =lim

x→0

x1+x( ) -sinx
x2 =lim

x→0

x+x2-sinx
x2

=lim
x→0

1+2x-cosx
2x =lim

x→0

2+sinx
2 =1.

解得a=1

(Ⅱ)lim
x→0

f(x)-1
xk =不为0的常数 . 即,

lim
x→0

f(x)-1
xk =lim

x→0

x+x2-sinx-xsinx
xk+1sinx =lim

x→0

x+x2-sinx-xsinx
xk+2

=lim
x→0

x+x2-x-
x3

6 -x x-
x3

6
æ

è
ç

ö

ø
÷+ox3( )

xk+2

解得,k=1

(16)【详解】令

f'x =e-
x2+y2
2 1-x2( ) =0

f'y =-xye-
x2+y2
2 =0{

解得

x=1,

y=0,{  
x=-1.

y=0.{
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又

A=f″xx =-xe-
x2+y2
2 1-x2( ) -2xe-

x2+y2
2 ,B=f″xy =-ye-

x2+y2
2 1-x2( ) ,

C=f″yy =xe-
x2+y2
2 -1+y2( )

分别把
x=1,

y=0,{ 和
x=-1.

y=0.{ 代入A,B,C中可知

x=1,

y=0,{ 为函数的极大值点,极大值为e-
1
2

x=-1,

y=0,{ 是极小值点,极小值为-e-
1
2 .

(17)【详解】切点A坐标为 (x0,lnx0),斜率为 1
x0
,这样,切线方程为

y-lnx0=
1
x0
(x-x0),

过(0,1)点,可求得x0=e2,切线方程为

y=
1
e2

x+1,

B点坐标为 (-e2,0),区域D的面积为

S=∫
2

0
ey -e2(y-1)( )dy=e2-1,

V=∫
e2

-e2
π(1

e2
x+1)

2

dx-∫
e2

1
π(lnx)2dx=

2e2

3 +2
æ

è
ç

ö

ø
÷π

(18)【详解】

∬
D

xydσ=∫
π

0
dθ∫

1+cosθ

0
r3cosθsinθdr=

1
4∫

π

0
cosθsinθ(1+cosθ)4dθ

=-
1
4∫

π

0
cosθ(1+cosθ)4dcosθ=

1
4∫

1

-1
t(1+t)4dt=

16
15

(19)【详解】(Ⅰ)解二阶齐次微分方程及一阶线性微分方程组

f''(x)+f'(x)-2f(x)=0

f″(x)+f(x)=2ex{
解得

f(x)=ex

(Ⅱ)由f(x)=ex 可得

y=f x2( )∫
x

0
f -t2( )dt=ex2∫

x

0
f -t2( )dt
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y'=2xex2∫
x

0
f -t2( )dt+ex2f -x2( ) =2xex2∫

x

0
f -t2( )dt+1

y″= 2ex2 +4x2ex2( )∫
x

0
f -t2( )dt+2x

二阶导数存在,且当x=0时,二阶导数等于零,三阶导数

y‴(0)=4≠0

所以(0,0)点为其拐点.

(20)【详解】令

f(x)=xln1+x
1-x+cosx-1-

x2

2
,则f0( ) =0

f(x)为偶函数,我们只需要证明0<x<1,

f(x)=xln1+x
1-x+cosx-1-

x2

2 >0

f'(x)=ln
1+x
1-x+x 1

1+x+
1

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷-sinx-x,

f″(x)=2
1

1+x+
1

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷+x -

1
1+x( ) 2

+
1

1-x( ) 2
æ

è
ç

ö

ø
÷-cosx-1

=
4

1-x2+x -
1

1+x( ) 2
+

1
1-x( ) 2

æ

è
ç

ö

ø
÷-cosx-1

由0<x<1可得,

4
1-x2 >4,

x -
1

1+x( ) 2
+

1
1-x( ) 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ >0,

-2≤-cosx-1≤-1;

所以当0<x<1,f″(x)>0.

因此,当0<x<1时f'(x)单调递增.而f'0( ) =0,所以

f'(x)>f'0( ) =0.

得出f(x)为增函数,又由f0( ) =0,得出当0<x<1,

f(x)=xln1+x
1-x+cosx-1-

x2

2 >0

即xln1+x
1-x+cosx>1+

x2

2

(21)【详解】(Ⅰ)证明:令f(x)=xn +xn-1+…+x-1 n>1( )

f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

+
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

+…+
1
2-1=-

1
2n <0
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f1( ) =n-1>0.

由零点定理可得,f(x)=xn +xn-1+…+x-1在区间 1
2
,1æ

è
ç

ö

ø
÷ 上至少有一个零点.

又因为

f'(x)=nxn-1+xn-2+…+1>0,

所以,f(x)在 1
2
,1æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调增,所以,

f(x)=xn +xn-1+…+x-1

在区间 1
2
,1æ

è
ç

ö

ø
÷ 上有且仅有一个零点.

(Ⅱ)由f xn+1( ) -f xn( ) =0可得出

xn+1
n+1+ xn

n+1-xn
n( ) +…+ xn+1-xn( ) =0,

得,xn+1-xn <0,数列 xn{ } 单调减,又 xn{ } 满足方程

xn +xn-1+…+x=1,

知 xn{ } 有界.

综上所述,lim
n→∞

xn 存在,设lim
n→∞

xn =a.对等式

f xn+1( ) -f xn( ) =0

两边同时取极限,可得a=
1
2 .

(22)【详解】(Ⅰ)按照第一列展开,得

A =1+(-1)5a4=1-a4 .

(Ⅱ)若Ax=β有无穷多解,则 A =0,即1-a4=0,解得a=1或a=-1.

当a=1时,

A=

1 1 0 0 1

0 1 1 0 -1

0 0 1 1 0

1 0 0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

→

1 1 0 0 1

0 1 1 0 -10

0 0 1 1 0

0 0 0 0 -2

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

r(A)<r(A),方程组Ax=β无解.

当a=-1时,

A=

1 -1 0 0 1

0 1 -1 0 -1

0 0 1 -1 0

-1 0 0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

→

1 -1 0 0 1

0 1 -1 0 -1

0 0 1 -1 0

0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷
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方程组Ax=β有无穷多解,其通解为

1

-1

0

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

+k

1

1

1

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,其中k为任意常数

(23)【详解】(Ⅰ)对A 初等行变换,

A=

1 0 1

0 1 1

-1 0 a

0 a -1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

→

1 0 1

0 1 1

0 0 a+1

0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

由r(A)=r(ATA)=2,得a=-1.

(Ⅱ)

ATA=

1 1 -1 -1

0 1 0 -1

1 0 -1 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1 0 1

0 1 1

-1 0 -1

0 -1 -1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

=

2 0 2

0 2 2

2 2 4

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

由ATA 的特征多项式

λE-ATA =

λ-2 0 -2

0 λ-2 -2

-2 -2 λ-4

=

λ-2 0 -2

-(λ-2)λ-2 -2

0 -2 λ-4

=(λ-2)

1 0 -2

-1 λ-2 -2

0 -2 λ-4

=(λ-2)

1 0 -2

0 λ-2 -4

0 -2 λ-4

=λ(λ-2)(λ-6)

得矩阵ATA 的特征值λ1=2,λ2=6,λ3=0.

当λ1=2时,解得 (2E-ATA)x=0的基础解系

α1=(1,-1,0)T ;

当λ2=6时,解得 (6E-ATA)x=0的基础解系

α2=(1,1,2)T ;

当λ3=0时,解得 (0E-ATA)x=0的基础解系

α3=(1,1,-1)T ;

由于α1,α2,α3 已是正交向量组,只需单位化,



尽享收获的喜悦!

65   

γ1=
1
2

1

-1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,γ2=
1
6

1

1

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,γ3=
1
3

1

1

-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

令Q=γ1,γ2,γ3( ) ,经过正交变换x=Qy,二次型f(x1,x2,x3)=xT(ATA)x化成标

准形

f(x1,x2,x3)=2y2
1+6y2

2 .
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2011年全国硕士研究生入学统一考试

数学(二)试题详解

(1)【答案】(C)

【详解1】sinx=x-
x3

3! +o(x3),sin3x=3x-
27x3

3! +o(x3)

lim
x→0

3sinx-sin3x
cxk =lim

x→0

-
x3

2 +
9x3

2 +o(x3)

cxk =lim
x→0

4x3

cxk =1

所以c=4,k=3

【详解2】lim
x→0

3sinx-sin3x
cxk =lim

x→0

3cosx-3cos3x
ckxk-1 =lim

x→0

3
ck

-2sin2xsin(-x)
xk-1

=
12
cklimx→0

x2

xk-1=1

所以k-1=2,ck=12,即k=3,c=4

(2)【答案】(B)

【详解】lim
x→0

x2f(x)-2f(x3)
x3 =lim

x→0

x2f(x)-x2f(0)
x3 -

2f(x3)-2f(0)
x3

因为f(x)在x=0处可导,所以

lim
x→0

x2f(x)-2f(x3)
x3 =lim

x→0

x2f(x)-x2f(0)
x3 -lim

x→0

2f(x3)-2f(0)
x3

=f'(0)-2f'(0)=-f'(0)

(3)【答案】(C)

【详解】令f'(x)=0,解得驻点x=2±
1
3

(4)【答案】(C)

【详解】特征值为±λ,非齐次项中±λ分别与特征根相等,则特解可设为

xaeλx +xbe-λx

整理得

x(aeλx +be-λx)
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(5)【答案】(A)

【详解】根据

zx =f'(x)g(y)=0

zy =f(x)g'(y)=0{ ,

zxx =f″(x)g(y),zyy =f(x)g″(y),zxy =f'(x)g'(y)

对于 (0,0),

zxx(0,0)=f″(0)g(0),zyy =f(0)g″(0),zxy =f'(0)g'(0)

已知f(0)>0,g(0)<0,f'(0)=g'(0)=0

根据题意可判断f″(0)<0,g″(0)>0

(6)【答案】(B)

【详解】在区间 [0,π4
]上,

sinx<cosx<cotx,lnx 是增函数,

所以

lnsinx<lncosx<lncotx,

由定积分比较大小的性质可知,应选(B)

(7)【答案】(D).

【详解】由初等变换及初等矩阵的性质易知P2AP1=E ,从而

A=P-1
2 P-1

1 =P2P-1
1 ,

答案应选(D).

(8)【答案】(D).

【详解】由 (1,0,1,0)T 是方程AX =0的一个基础解系,知r(A)=3,从而

r(A*)=1,A =0,

于是

A*A= A E=0,

即α1,α2,α3,α4 为A*X =0的解.

由α1+α3=0,知α1,α3线性相关,由r(A)=3,知α2,α3,α4线性无关,r(A*)=1,从而

α2,α3,α4 为A*X =0的基础解系,故应选(D).

(9)【答案】2

【详解】limx→0(
1+2x

2
)
1
x

=elimx→0
1
xln(1+

1+2x
2 -1)=elimx→0

1
x
2x-1
2 = 2

(10)【答案】e-xsinx
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【详解】y=e-∫1dx(C +∫e-xcosxe∫1dxdx)=e-x(C +sinx),由于y(0)=0,所以y=

e-xsinx

(11)【答案】ln(2+1)

【详解】s=∫
π
4

0
1+tan2xdx=ln(2+1)

(12)【答案】1
λ

【详解1】∫
+∞

-∞
xf(x)dx=∫

+∞

0
xλe-λxdx=

1
λ

【详解2】由题意可知,此函数为指数函数的概率密度函数,要求的是指数函数的数学期

望,直接可得答案为 1
λ .

(13)【答案】7
12

【详解】∬
D

xydσ=∫
π
2

π
4

dθ∫
2sinθ

0
r3sinθcoxθdr=

7
12

(14)【答案】2.

【详解1】二次型f(x1,x2,x3)=x2
1+3x2

2+x2
3+2x1x2+2x1x3+2x2x3易经过配方法

化为y2
1+4y2

2,从而正惯性指数为2.

【详解2】本题亦可通过求二次型矩阵的特征值进一步得到正惯性指数为2.

(15)【详解】由lim
x→+∞

F(x)=lim
x→0+

F(x)=0,易知a>0,

由lim
x→+∞

F(x)=0,得

lim
x→0+

F(x)=lim
x→0+

∫
x

0
ln(1+t2)dt

xa =lim
x→0+

ln(1+x2)
axa-1 =lim

x→0+

x2

axa-1=0

故2>a-1,所以a<3

由lim
x→+∞

F(x)=0,得

lim
x→+∞

F(x)=lim
x→+∞

∫
x

0
ln(1+t2)dt

xa =lim
x→+∞

ln(1+x2)
axa-1

=lim
x→+∞

2x
1+x2

1
a(a-1)xa-2=lim

x→+∞

2x3-a

1+x2
1

a(a-1)=
0故3-a<2,所以a>1

综上1<a<3

(16)【详解】dy
dx=

y'(t)
x'(t)=

t2-1
t2+1

,d
2y

dx2 =
y''(t)x'(t)-y'(t)x''(t)

(x'(t))3 =
4t

t2+1( ) 3
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当t=1时,

x=
5
3
,y'=0,y''>0,

从而y=-
1
3

是极小值;

当t=-1时,

x=-1,y'=0,y''<0,

从而y=1是极大值;

当t=0时,x=
1
3
,y''=0

当t<0时,

x∈ (-∞,
1
3
),y''<0

从而 (-∞,
1
3
)为凸区间,

当t>0时,

x∈ (
1
3
,+∞),y''>0

从而 (1
3
,+∞)为凹区间,所以 (1

3
,1
3
).为拐点.

(17)【详解】由于g(x)可导且在x=1处取得极值,故必有g'(1)=0.

由题又知

∂z
∂x=f'1·y+f'2·yg'(x),

所以

∂z
∂x x=1=f'1(y,y)·y

故

∂2z
∂x∂y=

d
dy

∂z
∂x x=1
æ

è
ç

ö

ø
÷=

d
dy f'1(y,y)·y( ) = f″11(y,y)+f″11(y,y)[ ]y+f'1(y,y)

所以

∂2z
∂x∂y =f″11(1,1)+f″12(1,1)+f'1(1,1)

(18)【详解】由题意知y(0)=0,y'(0)=1,因为α 为曲线l在点 (x,y)外切线的倾

角,所以tanα=
dy
dx
,两边同时对x 求导数,得
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sec2αdα
dx=

d2y
dx2

由题知dα
dx=

dy
dx
,并且sec2α=1+tan2α所以得微分方程

d2y
dx2 =

dy
dx+(

dy
dx
)
3

,

y(0)=0,

y'(0)=1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

此方程是不显含x 的微分方程

令y'=p,则y″=p
dp
dy
,代入方程得

dp
1+p2=dy,

解得y'=tan(y+C1) 由y'(0)=1解得C1=
π
4
,

微分方程y'=tan(y+
π
4
)是可分离变量方程,解得

sin(y+
π
4
)=Cex

由y(0)=0解得C=1.

所以

y(x)=arcsin 2
2e

x
æ

è
ç

ö

ø
÷-

π
4

(19)

(Ⅰ)【详解1】转化为函数不等式,先证明0<x≤1,有
x

x+1<
ln(1+x)<x.

设f(x)=ln(1+x)-x,则当0<x≤1时,有

f'(x)=
1

1+x-1<0

f(x)单调减少,故f(x)<f(0)=0,所以ln(1+x)<x;

设g(x)=ln(1+x)-
x
1+x

,当0<x≤1时,有

g'(x)=
x

(1+x)2 >
0,

g(x)单调增加,故g(x)>g(0)=0,所以
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ln(1+x)>
x
1+x

;

故0<x≤1,有

x
x+1<

ln(1+x)<x

成立.

令x=
1
n
,即有 1

n+1<
ln(1+

1
n
)<

1
n

成立.

【详解2】设f(x)=ln(1+x),在 [0,x]上应用拉格朗日中值定理,有

f(x)-f(0)=
1
1+ξ

(x-0),0<ξ<x

即ln(1+x)=
x
1+ξ

,又0<ξ<x,有 x
1+x <

x
1+ξ

<x,于是,

x
x+1<

ln(1+x)<x,

令x=
1
n
,即有 1

n+1<
ln(1+

1
n
)<

1
n

成立.

(Ⅱ)【详解】由题设,考查

an+1-an =
1

n+1-ln(n+1)+lnn=
1

n+1-ln(1+
1
n
)<0,

故数列 an{ } 为单调递减数列;

又由①可知,

1
n+1<

ln(1+
1
n
),

故

an =1+
1
2+...+

1
n -lnn>ln(1+

1
1
)+ln(1+

1
2
)+...+ln(1+

1
n
)-lnn=ln(

1
n
2
1

3
2...n+1

n
)=ln

n+1
n >0

所以,由单调有界数列收敛准则知,数列 an{ } 收敛.

(20)【详解】(Ⅰ)容积

V=V1+V2=2V1=2π∫
1
2

-1
(1-y2)dy=

9
4π

(Ⅱ)W =F·S=∫
2

1
2

(2-y)ρgπx2
1dy+∫

1
2

-1
(2-y)ρgπx2

2dy
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=πρg(∫
2

1
2

(2-y)(2y-y2)dy+∫
1
2

-1
(2-y)(1-y2)dy)

=
27
8πρg

(21)【详解】根据二重积分的计算

∬
D

xyf″xy(x,y)dxdy=∫
1

0
x∫

1

0
yf″xy(x,y)dy( )dx

∫
1

0
yf″xy(x,y)dy=∫

1

0
ydf'x(x,y)= yf'x(x,y)( ) y=1

y=0-∫
1

0
f'x(x,y)dy

=f'x(x,1)-∫
1

0
f'x(x,y)dy=-∫

1

0
f'x(x,y)dy

则原式=∫
1

0
x -∫

1

0
f'x(x,y)dy( )dx=-∫

1

0∫
1

0
xf'x(x,y)dx( )dy

=-∫
1

0∫
1

0
xf'x(x,y)dx( )dy=-∫

1

0∫
1

0
xdf(x,y)( )dy

=-∫
1

0
xf(x,y)( ) x=1

x=0-∫
1

0
f(x,y)dx( )dy

=-∫
1

0
f(1,y)-∫

1

0
f(x,y)dx( )dy=∬

D

f(x,y)dxdy=a

(22)【详解】(Ⅰ)易知α1,α2,α3 线性无关,由其不能被β1,β2,β3 线性表出,得到

β1,β2,β3 线性相关,从而r(β1,β2,β3)<3.

由

1 1 3

1 2 4

1 3 a

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 3

0 1 1

0 2 a-3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 1

0 1 1

0 0 a-5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

得a=5.

(Ⅱ)

由

1 0 1 1 1 3

0 1 3 1 2 4

1 1 5 1 3 5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 1 1 1 3

0 1 3 1 2 4

0 1 4 0 2 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

→

1 0 1 1 1 3

0 1 3 1 2 4

0 0 1 -1 0 -2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 0 2 1 5

0 1 0 4 2 10

0 0 1 -1 0 -2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
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得 β1 β2 β3( ) = α1 α2 α3( )

2 1 5

4 2 10

-1 0 -2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(23)【详解】

(Ⅰ)易知特征值-1对应的特征向量为

1

0

-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,特征值1对应的特征向量为

1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

又由r(A)=2知A的另一个特征值为0.因为实对称矩阵不同特征值对应的特征向量

正交,从而特征值0对应的特征向量为

0

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

(Ⅱ)由

A=

1 1 0

0 0 1

-1 1 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-1 0 0

0 1 0

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1 1 0

0 0 1

-1 1 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-1

得

A=

0 0 1

0 0 0

1 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
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2010年全国硕士研究生入学统一考试

数学(二)试题详解

(1)【答案】(B).

【详解】函数在x=0,±1处无定义,所以间断点有3个,由于

lim
x→0-

f(x)=-lim
x→0-

x2+1
x+1 =-1,lim

x→0+
f(x)=lim

x→0+

x2+1
x+1 =1

lim
x→1

f(x)=lim
x→1

x2+1
x+1 =

2
2
,lim

x→-1
f(x)=-lim

x→-1

x2+1
x+1 =∞

因此,x=0是跳跃间断点,x=1是可去间断点,x=-1是无穷间断点.故应选(B)

(2)【答案】(A)

【详解】由题意知
y'1+p(x)y1=q(x) (1)

y'2+p(x)y2=q(x) (2){
λ(1)+μ(2)得:

(λy'1+μy'2)+p(x)(λy1+μy2)=(λ+μ)q(x)

所以

λ+μ=1

λ(1)-μ(2)得:

(λy'1-μy'2)+p(x)(λy1-μy2)=(λ-μ)q(x)

所以

λ-μ=0

综上λ=μ=
1
2 .

(3)【答案】(C)

【详解】x2( )'=2x= alnx( )'=
a
x
,可得,

x2=
a
2
,

由x2=alnx,可得,
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x=e
1
2 ,a=2e

(4)【答案】(D)

【详解】显然x=0,x=1是两个瑕点,有

∫
1

0

m
ln2(1-x)

n
x

dx=∫
1
2

0

m
ln2(1-x)

n
x

dx+∫
1

1
2

m
ln2(1-x)

n
x

dx

对于∫
1
2

0

m
ln2(1-x)

n
x

dx 的瑕点x=0,当x→0+ 时

m
ln2(1-x)

n
x

=ln
2
m(1-x)x-

1
n 等价于 (-1)

2
mx

2
m-

1
n ,

而∫
1
2

0
x

2
m-

1
ndx 收敛(因m,n 是正整数 ⇒ 2m -

1
n >-1),故∫

1
2

0

m
ln2(1-x)

n
x

dx 收敛;

对于∫
1

1
2

m
ln2(1-x)

n
x

dx 的瑕点x=1,当x∈ (1-δ,1)(0<δ<
1
2
)时

m
ln2(1-x)

n
x

<2
1
nln

2
m(1-x)<2

1
n (1-x)

2
m ,而∫

1

1
2

(1-x)
2
mdx 显然收敛,

故∫
1

1
2

m
ln2(1-x)

n
x

dx 收敛.所以选择(D).

(5)【答案】(B)

【详解】等式两边求全微分得:

(F'1ux +F'2vx)dx+(F'1uy +F'2vy)dy+(F'1uz +F'2vz)dz=0,

所以有,

∂z
∂x=-

F'1ux +F'2vx

F'1uz +F'2vz
,∂z
∂y=-

F'1uy +F'2vy

F'1uz +F'2vz
,

其中,

ux =-
y
x2
,uy =

1
x
,uz =0,vx =-

z
x2
,vy =0,vz =

1
x
,

代入即可.

(6)【答案】(D).

【详解】

lim
x→∞∑

n

i=1
∑
n

j=1

n
(n+i)(n2+j2)

=lim
n→∞∑

n

i=1

1

(1+
i
n
)

1
n∑

n

j=1

1

(1+(jn
)
2

)

1
n =∫

1

0
dx∫

1

0

1
(1+x)(1+y2)dy
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(7)【答案】(A)

【详解】设A=(α1,α2,…,αr),B=(β1,β2,…βs),

由题设知

向量组I:α1,α2…αr 可由向量组II:β1,β2…βS 线性表示,

即

A=BKs×r (其中K 为系数矩阵)

令Ax=0(其中 x1, x2, … xr( ) T ),即在等号A=BKs×r 两侧同乘以x

若向量组Ⅰ线性无关,则R(A)=r

则Ax=0只有零解 ;即BKs×rx=0只有零解.

(利用反证法)若r>s,有R(K)≤s<r⇒BKx=0有非零解,与之相矛盾,

所以r≤s,所以正确答案为(A).

(8)【答案】(D)

【详解】设A 的特征值为r,因为A2+A=0所以λ2+λ=0

即

λ(λ+1)=0⇒λ=0或λ=-1

又因为R(A)=3,A 必可相似对角化,且对角阵的秩也是3.

所以λ=-1是三重特征根

故

A ~

-1

-1

-1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

所以正确答案为(D)

(9)【答案】C1e2x +C2cosx+C3sinx
【详解】解特征方程,

λ3-2λ2+λ-2=0,

特征值为,1,±i,于是可得通解

y=C1e2x +C2cosx+C3sinx.
(10)【答案】y=2x

【详解】首先定义域是全体实数,股不存在垂直渐近线;

其次,

lim
x→∞

y=∞



尽享收获的喜悦!

77   

所以不存在水平渐近线.

最后,

lim
x→∞

y
x =2,

而lim
x→∞
(y-2x)=0,故斜渐近线为y=2x.

(11)【答案】-2n n-1( ) !

【详解】由泰勒展开可得:

ln(1+t)=t-
t2

2+
t3

3+…+
(-1)n-1tn

n +… ,

令t=-2x

代入可得:

(-1)n-1(-2x)n

n =
y(n)(0)
n! xn ,

比较系数可得答案.

(12)【答案】2eπ -1( )

【详解】由弧长公式:

∫ds=∫
π

0

r(θ)2+r'(θ)2dθ=∫
π

0

2eθdθ= 2(eπ -1)

(13)【答案】3cm/s

【详解】对对角线求导数:d l2+w2

dt =
ll'+ww'
l2+w2

,代入数据即可.

(14)【答案】3

【详解】A+B-1 = B-1(BA+E)= B-1(BA+A-1A)

= B-1(B+A-1)A = B-1 (B+A-1) A =
1
B

(B+A-1) A

=
1
2×2×3=3

(15)【详解】由

f'(x)=2x∫
x2

1
e-tdt=0,

可得,x=0,±1

在区间 -1,0( ) ,(1,+∞),f'(x)≥0,函数单增

在区间 -∞,-1( ) ,(0,1),f'(x)≤0,函数单减.
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所以,极小值为f1( ) =f -1( ) =0极大值为f(0)=1-
2
e

所以,单增区间 -1,0( ) ,1,∞( ) ,单减区间 -∞,-1( ) ,0,1( )

(16)【详解】令ft( ) =ln1+t( ) -t

当0≤t≤1时,

f't( ) =
1
1+t-1≤0

故当0≤t≤1时

ft( ) ≤f0( ) =0

即0≤t≤1时

0≤ln1+t( ) ≤t≤1

从而 ln1+t( )( ) n ≤tn(n=1,2,…)又由 lnt ≥0

得∫
1

0
lnt ln(1+t)[ ] ndt≤∫

1

0
tn lntdt(n=1,2,…)

∫
1

0
lnttndt=-∫

1

0
lnt( )tndt=- lnt( )

1
n+1

tn+1 1
0+∫

1

0

1
n+1

tndt=
1

n+1( ) 2

lim
n→∞∫

1

0
lnttndt=0 Mn ≥0

由夹逼定理得

lim
n→∞∫

1

0
lnt ln(1+t)[ ] ndt=0

(17)【详解】

dy
dx=

y'(t)
x'(t)=

ψ'(t)
2+2t

,d
2y

dx2 =ψ″(t)(2+2t)-2ψ'(t)
(2+2t)3

=
3

4(1+t)

得到二阶微分方程:

ψ″-
1
1+tψ'=3(1+t),

所以

ψ'=(1+t)(3t+c1)

由ψ'(1)=6,得到c1=0,所以

ψ'(t)=3t(1+t)

又因为

ψ(1)=
5
2
,

所以



尽享收获的喜悦!

79   

ψ(t)=t3+
3
2t

2

(18)【详解】由已知,质量M =ρV ,求得相应的体积即可,V=S侧 ×h,h=1,

S侧 =πab-∫
a 1-

1
b2
(b2)2

-a 1-
1
b2
(b2)2
(b 1-

x2

a2 -
b
2
)dx=

2
3πab

所以油的质量为

2π
3ρablkg( )

(19)【详解】

μξ =μxxξ +μyyξ ,

μξη =(μxxxη +μxyyη)xξ +(μyxxη +μyyyη)yξ

=xξxημxx +(xξyη +xηyξ)μxy +yξyημyy =0

坐标变换可得,

x=
bξ-aη
b-a

,y=η-ξ
b-a

,

所以,

xξ =
b

b-a
,xη = -a

b-a
,yξ = -1

b-a
,yη =

1
b-a

代入上式,并对比

4∂
2μ
∂x2+12

∂2μ
∂x∂y+5

∂2μ
∂y2=0,

比较系数可得

a+b=-
12
5
,ab=

4
5

所以答案为

a=-2

b=-
2
5

ì

î

í

ï
ï

ïï

或
a=-

2
5

b=-2

ì

î

í

ï
ï

ïï

(20)【详解】将极坐标转化为直角坐标可得积分区域为

D= x,y( ) 0≤x≤1,0≤y≤x{ }

所以

I=∬
D

r2sinθ 1-r2cosθdrdθ=∬
D

y 1-x2+y2dxdy=∫
1

0
dx∫

x

0
y 1-x2+y2dy

=
1
2∫

1

0
dx∫

x

0
1-x2+y2d1-x2+y2( ) =

1
3∫

1

0
1- 1-x2( )

3
2[ ]dx
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=
1
3-

1
3∫

1

0
1-x2( )

3
2dx=

1
3-

1
3∫

π
2

0
cos4tdt=

1
3-

1
3
·3
4
·1
2
·π
2=

1
3-

3π
16

(21)【详解】令

F(x)=f(x)-
1
3x

3

F(1)=F(0)=0

分别由拉格朗日中值定理可得存在ξ∈
1
2
,1æ

è
ç

ö

ø
÷ ,η∈ 0,12

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,使得

F'ξ( ) =
F 1( ) -F 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

=-2F
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,F'η( ) =

F 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷-F 0( )

1
2

=2F
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

两式相加可得,

F'ξ( ) +F'η( ) =f'(ξ)-ξ2+f'(η)-η2=0

即

f'(ξ)+f'(η)=ξ2+η2

(22)【详解】(Ⅰ)由题意知,Ax=b的增广矩阵为

A=(A︙b)=

λ 1 1 ︙ a

0 λ-1 0 ︙ 1

1 1 λ ︙ 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

«
r1↔r3

1 1 λ ︙ a

0 λ-1 0 ︙ 1

λ 1 1 ︙ 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r3-λr1
→

1 1 λ ︙ a

0 λ-1 0 ︙ 1

0 1-λ 1-λ2 ︙ a-λ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r3+r2
→

1 1 λ ︙ a

0 λ-1 0 ︙ 1

0 0 1-λ2 ︙ a+1-λ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

Ax=b有2个不同的解,则

R(A)=R(A)<3

得,

1-λ2=0,a+1-λ=0

解得

λ=1或λ=-1,a+1-λ=0

得,

a=λ-1

但λ=1时R(A)=1<R(A)=2,方程组Ax=b无解

所以

λ=-1,a=λ-1
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(Ⅱ)由(Ⅰ)知,

A →

1 1 -1 ︙ 1

0 -2 0 ︙ 1

0 0 0 ︙ 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

等价方程组为

x1+x2-x3=1

-2x2=1{
∵R(A)=R(A)=2

∴ 对应齐次线性方程组Ax=0的基础解系含1个解向量,即

α=

1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

Ax=b的一个特解为

β=

5
2

-
1
2

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

Ax=b的通解为k

1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
+

5
2

-
1
2

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

(其中k为任意常数).

(23)【详解】设α1=
1
6

1

2

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

所属的特征值为λ1

得

A·1
6

1

2

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=λ1·

1
6

1

2

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,

即

A·

1

2

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=λ1·

1

2

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
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所以,

0 -1 4

-1 3 a

4 a 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1

2

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

2

5+a

4+2a

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

λ1

2λ1

λ1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

所以

λ1=2

2λ1=5+a

λ1=4+2a

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得,

λ1=2

a=-1{
则

λE-A =

λ 1 -4

1 λ-3 1

-4 1 λ

=
r3-r1

λ 1 -4

1 λ-3 1

-4-λ 0 λ+4

=
c1+c3

λ-4 1 -4

2 λ-3 1

0 0 λ+4

=(λ+4)
λ-4 1

2 λ-3
=(λ+4)((λ-2)((λ-5)=0

解得,

λ1=2,λ2=-4,λ3=5

当λ2=-4时,

-4E-A=

-4 1 -4

1 -7 1

-4 1 -4

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r1↔r2
→

1 -7 1

-4 1 -4

-4 1 -4

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r3-r2

r2+4r1
→

1 -7 1

0 -27 0

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

其等价方程组为

x1-7x2+x3=0

-27x2=0{
由此得其基础解系含有1个解向量,即

α2=

-1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷



尽享收获的喜悦!

83   

当λ3=5时,

5E-A=

5 1 -4

1 2 1

-4 1 5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r1↔r2
→

1 2 1

5 1 -4

-4 1 5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r2-5r1

r3+4r1
→

1 2 1

0 -9 -9

0 9 9

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
 

r3+r2
→

1 2 1

0 -9 -9

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-
1
9r2
→

1 2 1

0 0 0

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

其等价方程组为

x1+2x2+x3=0

x2+x3=0{
由此得其基础解系含有一个解向量,即

α3=

-1

1

-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

把α1,α2 单位化得:

β2=
1
2

-1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,β3=
1
3

-1

1

-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

所以

Q=

1
6

-
1
2

-
1
3

2
6

0 1
3

1
6

1
2

-
1
3

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷
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2009年全国硕士研究生入学统一考试

数学(二)试题详解

(1)【答案】(C)

【详解】由f(x)=
x-x3

sinπx
,则当x 取任何整数时,f(x)均无意义.

故f(x)的间断点有无穷多个,但可去间断点为极限存在的点,故应是x-x3=0的点

x1,2,3=0,±1,而

lim
x→0

x-x3

sinπx =lim
x→0

1-3x2

πcosπx =
1
π

lim
x→1

x-x3

sinπx =lim
x→1

1-3x2

πcosπx =
2
π

lim
x→-1

x-x3

sinπx =lim
x→-1

1-3x2

πcosπx =
2
π

故可去间断点为3个,即0,±1

(2)【答案】(A)

【详解】

lim
x→0

x-sinax
x2ln(1-bx)=

lim
x→0

x-sinax
x2(-bx)=

lim
x→0

1-acosx
-3bx2 =lim

x→0

a2sinax
-6bx

=lim
x→0

a2sinax

-
6b
a .ax

=-
a3

6b=1

a3=-6b意味选项(B),(C)错误.

再由lim
x→0

=
1-acosax

-3bx2 存在,故有1-acosax→0(x→0),故(A)=1,(D)错误,所以选

(A).

(3)【答案】(D)

【详解】因dz=xdx+ydy 可得

∂z
∂x=x,∂z∂y=y
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A=
∂2z
∂x2=1,B=

∂2z
∂x∂y

,C=
∂2z
∂y2=1

又在(0,0)处,

∂z
∂x=0,

∂z
∂y=0

AC-B2=1>0,故(0,0)为函数z=f(x,y)的一个极小值点

(4)【答案】(C)

【详解】∫
2

1
dx∫

2

x
f(x,y)dy+∫

2

1
dy∫

2

x
f(x,y)dx 的积分区域为两部分:

D1={(x,y)|1≤x≤2,x≤y≤2},D2={(x,y)|1≤y≤2,y≤x≤4-y}

将其写成一块

D={(x,y)|1≤y≤2,1≤x≤4-y}

故二重积分可以表示为∫
2

1
dx∫

4-y

1
f(x,y)dx,故答案为(C).

(5)【答案】(B)

【详解】由题意知,f(x)是一个凸函数,即f″(x)<0,且在点(1,1)处的曲率

ρ=
y″

(1+(y')2)
3
2
=
1
2
,而f'(1)=-1,由此可得f″(1)=-2

在[1,2]上,f'(x)≤f'(1)=-1<0,即f(x)单调减少,没有极值点.

对于f(2)-f(1)=f'(ζ)<-1,ζ∈ (1,2),(拉格朗日中值定理)

所以f(2)<0而f(1)=1>0

由零点定理知,在[1,2]上f(x)没有零点.故选(B)

(6)【答案】(D).

【详解】x∈ (-1,0)时,f(x)>0且为常数,应有F(x)单调递增且为直线函数.

x∈(0,1)时,f(x)<0,F(x)≤0,且单调递减.x∈(1,2)时,f(x)>0,F(x)单调

递增.x∈ (2,3)时,f(x)=0,F(x)为常值函数.正确选项为(D).

(7)【答案】(B)

【详解】由于分块矩阵
0 A

B 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 的行列式

0A

B0
=(-1)2×2|A||B|=2×3=6,即分块

矩阵可逆,根据公式C* =|C|C-1 ,可得

0 A

B 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

*

=
0A

B0

0 A

B 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

-1

=6
0 B-1

A-1 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=6

0 1
B B*

1
A A* 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
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=6
0 1

3B
*

1
2A* 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

=
0 2B*

3A* 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,故答案为(B).

(8)【答案】(A).

【详解】Q=(α1+α2,α2,α3)=(α1,α2,α3)

1 0 0

1 1 0

0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=(α1,α2,α3)E12(1),即:

Q=PE12(1)

QTAQ=[PE12(1)]TA[PE12(1)]=ET
12(1)[PTAP]E12(1)

=ET
12(1)

1 0 0

0 1 0

0 0 2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

E12(1)=

1 1 0

0 1 0

0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

1 0 0

0 1 0

0 0 2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

1 0 0

1 1 0

0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

2 1 0

1 1 0

0 0 2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(9)【答案】y=2x

【详解】dy
dt=2tln(2-t2)-t2.2t

2-t2 t=1=-2

dx
dt=e-(1-t)2.(-1)t=1=-1

所以dy
dx=2,所以切线方程为y=2x

(10)【答案】-2.

【详解】1=∫
+∞

-∞
ek|x|dx=2∫

+∞

0
ekxdx=2lim

b→+∞

1
ke

kx b
0=-

2
k

解得,k=-2.

(11)【答案】0.

【详解】In =∫e-xsinnxdx=-e-xsinnx+n∫e-xcosnxdx

=-e-xsinnx-ne-xcosnx-n2In

所以

In =-
ncosnx+sinnx

n2+1
e-x +C

即

lim
n→∞∫

1

0
e-xsinnxdx=lim

n→∞
(-

ncosnx+sinnx
n2+1

e-x 1
0)
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=lim
n→∞
(-

ncosn+sinn
n2+1

e-1+
n

n2+1
)=0

(12)【答案】-3.

【详解】对方程xy+ey =x+1两边关于x 求导有

y+xy'+y'ey =1,

得

y'=
1-y
x+ey

对y+xy'+y'ey =1再次求导可得

2y'+xy'+y'ey +(y')2ey =0,

得

y″=-
2y'+(y')2ey

x+ey
(*)

当x=0时,y=0,y'(0)=
1-0
e0 =1,代入(*)得

y'(0)=-
2y'(0)+(y'(0))2e0

(0+e0)3 =-(2+1)=-3

(13)【答案】e-
2
e .

【详解】因为y'=x2x(2lnx+2),令y'=0的驻点为x=
1
e .

又

y″=x2x (2lnx+2)2+x2x.2x
,

得

y″(
1
e
)=2e-

2
e+1 >0,

故x=
1
e

为y=x2x 的极小值点,此时y=e-
2
e ,

又当x∈ (0,
1
e
)时,

y'(x)<0;

x∈ (
1
e
,1]时,

y'(x)>0,

故y 在 (0,1e
)上递减,在 (1

e
,1]上递增.
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而y(1)=1,

y+ (0)=lim
x→0+

x2x =lim
x→0+

x2xlnx =elimx→0+
2xlnx
1
x =elimx→0+

2
x

-1x2
=elimx→0+(-2x)=1

所以y=x2x 在区间 (0,1]上的最小值为y(
1
e
)=e-

2
e

(14)【答案】2.

【详解】因为αβT 相似于

2 0 0

0 0 0

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,根据相似矩阵有相同的特征值,得到αβT 特征值是

2,0,0,而βTα是一个常数,是矩阵αβT 的对角元素之和,则βTα=2+0+0=2.

(15)【详解】lim
x→0

(1-cosx)[x-ln(1+tanx)]
sin4x =lim

x→0

1
2x

2[x-ln(1+tanx)]

sin4x

=
1
2limx→0

x2

sin2x
x-ln(1+tanx)

sin2x =
1
2limx→0

x-ln(1+tanx)
sin2x =

1
4

(16)【详解】令 1+x
x =t得x=

1
t2-1

,dx= -2tdt
(t2-1)2

原式=∫ln(1+t) -2t
(t2-1)2

dt=∫ln(1+t) -1
(t2-1)2

d(t2-1)

=∫ln(1+t)d( 1
t2-1

)=
ln(1+t)
t2-1

-∫ 1
t2-1

.1t+1
dt

=
ln(1+t)
t2-1

-∫( 1
4(t-1)+

-1
4(t+1)+

-1
2(t+1)2

)dt=
ln(1+t)
t2-1

+
1
4ln

t+1
t-1 -

1
2(t+1)+

C

=xln(1+
1+x
x

)+
1
4ln

1+x
x +1

1+x
x -1

-
1

2( 1+x
x +1)

+C

=xln(1+
1+x
x

)+
1
2ln
(1+x + x)-

1
2ln
(1+x - x)+C

(17【详解】∂z
∂x=f'1+f'2+yf'3,

∂z
∂y=f'1-f'2+xf'3

所以

dz=
∂z
∂xdx+

∂z
∂y

dy=(f'1+f'2+yf'3)dx+(f'1-f'2+xf'3)dy
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∂2z
∂x∂y=f″11.1+f″12.(-1)+f″13.x+f″21.1+f″22(-1)+f″23.x+f'3+y[f″31.1+

f″32.(-1)+f″33.x]

=f'3+f″11-f″22+xyf″33+(x+y)f″13+(x-y)f″23
(18)【详解】解微分方程xy″-y'+2=0得其通解

y=C1+2x+C2x2 ,其中C1,C2 为任意常数

又因为y=y(x)通过原点时与实现x=1及y=0围成平面区域的面积为2,于是可得

C1=0

2=∫
1

0
y(x)dx=∫

1

0
(2x+C2x2)dx=(x2+

C2

3x3)1
0=1+

C2

3
,从而C2=3

于是,所求非负函数

y=2x+3x2(x≥0)

又由y=2x+3x2 可得,在第一象限曲线y=f(x)表示为

x=
1
3
(1+3y -1)

于是D围绕y轴旋转所得旋转体的体积为V=5π-V1,其中

V1=∫
5

0
πx2dy=∫

5

0
π.19

(1+3y -1)dy=
π
9∫

5

0
(2+3y-2 1+3ydy=

39
18π

V=5π-
39
18π=

51
18π=

17
6π

(19)【详解】由 (x-1)2+(y-1)2 ≤2得

r≤2(sinθ+cosθ),

所以

∬
D

(x-y)dxdy=∫
3π
4

π
4

dθ∫
2(sinθ+cosθ)

0
(rcosθ-rsinθ)rdr

=∫
3π
4

π
4

[1
3
(cosθ-sinθ).r3 2(sinθ+cosθ)

0 ]dθ

=∫
3π
4

π
4

8
3
(cosθ-sinθ).(sinθ+cosθ).(sinθ+cosθ)2dθ

=∫
3π
4

π
4

8
3
(cosθ-sinθ).(sinθ+cosθ)3dθ

=
8
3∫

3π
4

π
4

(sinθ+cosθ)3d(sinθ+cosθ)=
8
3×

1
4
(sinθ+cosθ)4

3π
4π
4=-

8
3
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(20)【详解】由题意,当-π<x<0时,y=-
x ,即

ydy=-xdx,

得

y2=-x2+c,

又y(-
π
2
)=

π
2

代入y2=-x2+c得c=π2,从而有

x2+y2=π2

当0≤x<π 时,y″+y+x=0;y″+y=0的通解为y'=c1cosx+c2sinx

令解为y1=Ax+b,代入y″+y+x=0,可得,

0+Ax+b+x=0,

解得

A=-1,b=0,

故y1=-x,得y″+y+x=0的通解为

y=c1cosx+c2sinx-x

由于y=y(x)是 (-π,π)内的光滑曲线,故y 在x=0处连续

于是由y(0-)=±π,y(0+)=c1,故c1= ±π 时,y=y(x)在x=0处连续

又当-π<x<π 时,有2x+2yy'=0,得

y'- (0)=-
x
y =0,

当0≤π<π 时,有y'=-c1sinx+c2cosx-1,得

y'+ (0)=c2-1

由y'- (0)=y'+ (0)得c2-1=0,即c2=1

故y=y(x)的表达式为

y=
- π2-x2,-π<x<0

-πcosx+sinx-x,0≤x<π{ 或y=
π2-x2,-π<x<0

πcosx+sinx-x,0≤x<π{ ,

又过点 -
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

所以

y=
π2-x2,-π<x<0

πcosx+sinx-x,0≤x<π{ .

(21)【详解】(Ⅰ)过 (a,f(a))与 (b,f(b))的直线方程为
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y(x)=f(a)-
f(b)-f(a)

b-a
(x-a)

取辅助函数

F(x)=f(x)-f(a)-
f(b)-f(a)

b-a
(x-a),则F(a)=F(b);

F(x)在 [a,b]上连续,在 (a,b)内可导,且

F'(x)=f'(x)-
f(b)-f(a)

b-a .

由罗尔定理,存在ζ∈ (a,b),使F'(ζ)=0,即

f'(ζ)-
f(b)-f(a)

b-a =0,或f(b)-f(a)=f'(ζ)(b-a).

(Ⅱ)任取x∈ (0,δ),则函数f(x)满足:在闭区间 [0,x]上连续,开区间 (0,x0)内可

导,由拉格朗日中值定理可得:∃ζ∈ (0,x)⊂ (0,δ),使得

f'(ζ)=
f(x)-f(0)

x-0
,

两边取x→0+ 时的极限,注意到lim
x→0+

f'(x)=A ,可得

f'+ (0)=lim
x→0+

f(x)-f(0)
x-0 =lim

x→0+
f(ζ)=A

于是f'+ (0)存在,且f'+ (0)=A

(22)【详解】(Ⅰ)解方程Aζ2=ζ1,

A=

1 -1 -1 -1

-1 1 1 1

0 -4 -2 -2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 -1 -1 -1

0 1 1
2

1
2

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

→

1 0 -
1
2 -

1
2

0 1 1
2

1
2

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

.

故ζ2=

-
1
2

1
2

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

+k1

1
2

-
1
2

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,其中k1 为任意常数.解方程A2ζ3=ζ1,

A2=

2 2 0 -1

-2 -2 0 1

4 4 0 -2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 0 -
1
2

0 0 0 0

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,
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故ζ3=

-
1
2

0

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

+k2

-1

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
+k3

0

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,其中k2,k3 为任意常数.

(Ⅱ)证明:由于

-1-
1
2+

1
2k1-

1
2-k2

112-
1
2k1k2

-2k1k3

=

00-
1
2

112-
1
2k1k2

-2k1k3

=-
1
2
(k1+1-k1)=-

1
2 ≠0.

故ζ1,ζ2,ζ3 线性无关.

(23)【详解】(Ⅰ)由A=

a 0 1

0 a -1

1 -1 a-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

可得

|λE-A|=

λ-a 0 -1

0 λ-a 1

-1 1 λ-a+1

=

λ-a λ-a 0

0 λ-a 1

-1 1 λ-a+1

=

λ-a 0 0

0 λ-a 1

-1 2 λ-a+1

=(λ-a)(λ-a)2+(λ-a)-2)( ) =(λ-a)(λ-a-1)(λ-a+2).

所以二次型的矩阵A的特征值为a-2,a,a+1.

(Ⅱ)若规范形为y2
1+y2

2,说明有两个特征值为正,一个为0,

当a=2时,三个特征值为0,2,3,二次型的规范形为y2
1+y2

2.


