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2018年全国硕士研究生入学统一考试

数学(一)试题详解

(1)【答案】(D)

【详解】由定义得lim
x→0+

cos x -1
x =lim

x→0+

-
1
2 x

x =-
1
2
;

lim
x→0-

cos x -1
x =lim

x→0-

-
1
2 x

x =
1
2 .

(2)【答案】(B)

【详解】已知平面过(1,0,0)(0,1,0)两点,可得切平面内一向量(1,-1,0),曲面z=

x2+y2 的切平面法向量为(2x,2y,-1)∴2x-2y=0即x=y.

(3)【答案】(B)

【详解】∑
¥

n=0

(-1)n
2n+3
(2n+1)! =∑

¥

n=0

(-1)n
2n+1
(2n+1)! +∑

¥

n=0

(-1)n
2

(2n+1)!

=∑
¥

n=0

(-1)n
1

(2n+2)! +∑
¥

n=0

(-1)n
2

(2n+1)! =2sin1+cos1.

(4)【答案】(C)

【详解】M =∫
π
2

-
π
2

1+x2+2x
1+x2 dx=∫

π
2

-
π
2

dx=π;

N =∫
π
2

-
π
2

1+x
ex dx<∫

π
2

-
π
2

1dx=M;

K =∫
π
2

-
π
2

(1+ cosx)dx>∫
π
2

-
π
2

1dx=π,所以K >M >N.选(C).

(5)【答案】(A)

【详解】A的特征值为λ1=λ2=λ3=1,而r(λE-A)=r(E-A)=2.

(6)【答案】(C)

【详解】由秩的定义,可知(C)正确
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  (7)【答案】(A)

【详解】已知f(1+x)=f(1-x)可得f(x)图像关于x=1对称,∫
2

0
f(x)dx=0.6从而

P(x≤0)=0.2

(8)【答案】(D).

【详解】若显著性水平α=0.05时接受 H0,可知检验统计量 Z ≤U0.025 ,此时 Z ≤

U0.005 ,选(D).

(9)【答案】k=-2

【详解】∵lim
x→0
(1-tanx
1+tanx

)
1
sinkx

=e,∴lim
x→0

1
sinkx

(1-tanx
1+tanx-1)=1,

∴lim
x→0

1
kx
·-2tanx
1+tanx=-

2
k =1,∴k=-2.

(10)【答案】2ln2-2

【详解】∫
1

0
xf''(x)dx=∫

1

0
xdf'(x)=xf'(x)1

0-∫
1

0
f'(x)dxf'(1)-f(x)1

0

=2ln2-f(1)+f(0)=2ln2-2.

(11)【答案】(1,0,-1)

【详解】rotF
→

=

i
→

j
→

k
→

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xy -yz xz

=(y,-z,-x) (1,1,0)=(1,0,-1).

【详解】∵lim
x→0
(1-tanx
1+tanx

)
1
sinkx

=e,∴lim
x→0

1
sinkx

(1-tanx
1+tanx-1)=1,

(12)【答案】-
π
3

【详解】L:
x2+y2+z2=1

x+y+z=0{ ,∮L
xyds=∮L

[1
2-(x2+y2)]ds,

∮L
[1
2-

2
3
]ds=-

1
6
·2π=-

π
3 .

(13)【答案】

【详解】Aα1=λ1α1,Aα2=λ2α2,A(α1+α2)=λ1α1+λ2α2

A(λ1α1+λ2α2)=λ21α1+λ22α2=α1+α2,

∴λ21=λ22=1,∴λ1=±1,λ2=±1,∴ A =-1
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(14)【答案】1
4

【详解】P(AC AB ∪C)=
P[(AC)(AB ∪C)]

P(AB ∪C) =
P(ABC ∪AC)

P(AB)+P(C)-P(ABC)

=
P(AC)
1
4+P(C)

=

1
2P
(C)

1
4+P(C)

=
1
4
,所以P(C)=

1
4 .

(15)【详解】∫e2xarctan ex -1dx=
1
2∫arctan ex -1de2x

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
2∫e2x·

ex

2 ex -1
1+(ex -1)

dx

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
4∫ e2x

ex -1
dx

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
4∫ex -1+1

ex -1
dex

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
4∫ex -1+

1
ex -1

d(ex -1)

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
4
2
3
(ex -1)

3
2 +2 ex -1

æ

è
ç

ö

ø
÷+C

=
1
2e

2x·arctan ex -1-
1
6
(ex -1)

3
2 -

1
2 ex -1+C .

(16)【详解】设圆的周长为x,正三角周长为y,正方形的周长z,由题设x+y+

z=2.

则目标函数:S=π x
2π
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
1
2
· 3
2

y
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
z
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
x2

4π+
3
36y

2+
z
16

2

,

故拉格朗日函数为

L(x,y,z;λ)=
x2

4π+
3
36y

2+
z
16

2

+λ(x+y+z-2).

则         L'x =
x
2π+λ=0,

L'y =
23y
36 +λ=0,

L'z =
2z
16+λ=0,
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L'λ =x+y+z-2=0.

解得x=
2π

π+33+4
,y=

63π
π+33+4

,z=
8

π+33+4
,λ= -1

π+33+4
.

此时面积和有最小值S=
1

π+33+4
.

(17)【详解】构造平面Σ':
3y2+3z2=1,

x=0,{ 取后侧;设Σ'与Σ所围区域为Ω;

记P=x,Q=y3+z,R=z3;借助高斯公式,有:

∬
Σ

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy

=∯
Σ+Σ'

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy-∬
Σ'

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy

=∭
Ω

(P'x +Q'y +R'z)dxdydz-0=∭
Ω

(1+3y2+3z2)dxdydz

= ∬
3y2+3z2? 1

dydz∫
1-3y2-3z2

0
(1+3y2+3z2)dx

= ∬
3y2+3z2? 1

1-3y2-3z2(1+3y2+3z2)dydz

=∫
2π

0
dθ∫

1
3

0
1-3r2(1+3r2)·rdr=2π(-

1
6
)∫

1
3

0
1-3r2(1+3r2)d(1-3r2)

=
π
3∫

1
3

0
1-3r2(1-3r2-2)d(1-3r2)=

π
3∫

1
3

0
[(1-3r2)

3
2-2(1-3r2)

1
2]d(1-3r2)

  =
π
3
[2
5
(1-3r2)

5
2 -

4
3
(1-3r2)

1
2]

1
3

0
=
14π
45.

(18)【详解】(I)通解y(x)=e-∫1dx(∫xe∫1dxdx+C)

=e-x(∫xexdx+C)

=e-x[(x-1)ex +C]

=(x-1)+Ce-x .

(II)设f(x+T)=f(x),即T 是f(x)的周期.

通解y(x)=e-∫1dx[∫f(x)e∫1dxdx+C]

=e-x[∫f(x)exdx+C]

=e-x∫f(x)exdx+Ce-x .
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不妨设y(x)=e-x∫
x

T
f(x)exdx+Ce-x ,则有

y(x+T)=e-(x+T)∫
x+T

T
f(t)etdt+Ce-(x+T)

=e-(x+T)∫
x

0
f(u+T)eu+Td(u+T)+(Ce-T)·e-x

=e-(x+T)∫
x

0
f(u)eu·eTdu+(Ce-T)·e-x

=e-x∫
x

0
f(u)eudu+(Ce-T)·e-x ,

即y(x+T)依旧是方程的通解,结论得证.

(19)【证明】设f(x)=ex -1-x,x>0,则有

f'(x)=ex -1>0,因此f(x)>0,
ex -1

x >1,

从而ex2 =
ex1 -1

x1
>1, x2 >0;

猜想xn >0,现用数学归纳法证明:

n=1时,x1 >0,成立;

假设n=k(k=1,2,…)时,有xk >0,则n=k+1时有

exk+1 =
exk -1

xk
>1,所以xk+1 >0;

因此xn >0,有下界.

又xn+1-xn =ln
exn -1

xn
-lnexn =ln

exn -1
xnexn

;

设g(x)=ex -1-xex ,

x>0时,g'(x)=ex -ex -xex =-xex <0,

所以g(x)单调递减,g(x)<g(0)=0,即有ex -1<xex ,

因此xn+1-xn =ln
exn -1
xnexn

<ln1=0,xn 单调递减.

由单调有界准则可知lim
n→¥

xn 存在.

设lim
n→¥

xn =A ,则有AeA =eA -1;

因为g(x)=ex -1-xex 只有唯一的零点x=0,所以A=0.
(20)【详解】(I)由f(x1,x2,x3)=0得

x1-x2+ x3=0,

x2+ x3=0,

x1+ax3=0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï
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系数矩阵A=

1 -1 1

1 0 1

1 0 a

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r
→

1 0 2

0 1 1

0 0 a-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,

a≠2时,r(A)=3,方程组有唯一解:x1=x2=x3=0;

a=2时,r(A)=2,方程组有无穷解:x=k

-2

-1

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,k∈R .

(II)a≠2时,令

y1=x1-x2+x3,

y2=x2+x3,

y3=x1+ax3,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

这是一个可逆变换,

因此其规范形为y2
1+y2

2+y2
3;

a=2时,f(x1,x2,x3)=(x1-x2+x3)2+(x2+x3)2+(x1+2x3)2

=2x2
1+2x2

2+6x2
3-2x2x3+6x1x3

=2(x1-
x2-3x3

2
)
2

+
3(x2+x3)2

2
,

此时规范形为y2
1+y2

2.

(21)【详解】(I)A 与B 等价,则r(A)=r(B).

又 A =

1 2 a

1 3 0

2 7 -a

r3-r1=

1 2 a

1 3 0

3 9 0

=0,

所以 B =

1 a 2

0 1 1

-1 1 1

r3+r1=

1 a 2

0 1 1

0 a+1 3

=2-a=0,

a=2.

(II)AP=B ,即解矩阵方程AX =B :

(A,B)=

1 2 2 1 2 2

1 3 0 0 1 1

2 7 -2 -1 1 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r
→

1 0 6 3 4 4

0 1 -2 -1 -1 -1

0 0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

得P=

-6k1+3 -6k2+4 -6k3+4

2k1-1 2k2-1 2k3-1

k1 k2 k3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

;

又P 可逆,所以 P ≠0,即k2 ≠k3.
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最终 P =

-6k1+3 -6k2+4 -6k3+4

2k1-1 2k2-1 2k3-1

k1 k2 k3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,其中k1,k2,k3 为任意常数,且k2

≠k3.

(22)【详解】(1)由已知P{X =1}=
1
2
,P{X =-1}=

1
2
,Y 服从λ的泊松分布,

所以cov(X,Z)=cov(X,XY)=E(X2Y)-E(X)E(XY)

E(X2)E(Y)-E2(X)E(Y)=D(X)E(Y)=λ.

(2)由条件可知Z 的取值为0,±1,±2… ,

P{Z=0}=P{X =-1,Y=0}+P{X =1,Y=0}=e-λ ,

P{Z=1}=P{X =1,Y=1}=
1
2λe

-λ ,P{Z=-1}=P{X =-1,Y=1}=
1
2λe

-λ ,

同理,P{Z=k}=
1
2

λ k e-λ

k ! ,k=±1,±2… ,

P{Z=0}=e-λ .

(23)【详解】(1)由条件可知,似然函数为

L(σ)=∏
n

i=1

1
2σe

-
xi
σ ,xi ∈R,i=1,2,…n,

取对数:lnL(σ)=∑
n

i=1
-ln2σ-

xi

σ
é

ë
êê

ù

û
úú=∑

n

i=1
-ln2-lnσ-

xi

σ
é

ë
êê

ù

û
úú ,

求导:dlnL(σ)
dσ =∑

n

i=1
-
1
σ +

xi

σ2
é

ë
êê

ù

û
úú=-

n
σ +
∑
n

i=1
x1

σ2 =0,

解得σ得极大似然估计̂σ=
∑
n

i=1
X1

n .

(2)由第一问可知σ̂=
∑
n

i=1
X1

n
,所以E(σ

∧
)=E(X )=∫

+¥

-¥
x 1
2σe

-
x
σ dx=σ.

D(σ
∧
)=D(

∑
n

i=1
X1

n
)=
1
nD(X )=

1
n
{E(X2)-E2(X )}

=
1
n
{∫

+¥

-¥
x2 1
2σe

-
x
σ dx-σ2}=

1
n
{∫

+¥

0
x21

σe
-

x
σ dx-σ2}=

σ2

n .
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2017年全国硕士研究生入学统一考试

数学(一)试题详解

(1)【答案】(A)

【详解】由

lim
x→0+

f x( ) =lim
x→0+

1-cos x
ax =lim

x→0+

x( )
2

2
ax =

1
2a

lim
x→0-

f x( ) =lim
x→0-

b=b

函数f(x)在x=0处连续,则有 1
2a=b,即ab=

1
2

(2)【答案】(C)

【详解】由f(x)f'(x)>0可得,

f2 x( )[ ]'=2f(x)f'(x)>0.
所以,f2 x( ) 在其实数范围内为增函数,即f2 -1( ) <f2 1( ) ,因此 f -1( ) <

f1( ) .

(3)【答案】(D)

【详解】由方向导数公式有:

∂f

∂u
→ 1,2,0( ) =

∂f
∂x 1,2,0( )cosα+

∂f
∂y 1,2,0( )cosβ+

∂f
∂z 1,2,0( )cosγ,

其中cosα,cosβ,cosγ 分别为u
→

沿x 轴、y 轴、z轴的方向余弦.

而,

cosα=
1

12+22+22
,cosβ=

2
12+22+22

,cosγ=
2

12+22+22

∂f
∂x 1,2,0( ) =4,

∂f
∂y 1,2,0( ) =1,

∂f
∂z 1,2,0( ) =0

因此,∂f

∂u
→ 1,2,0( ) =

4
3+

2
3+0=2
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(4)【答案】(C)

【详解】从0到t0 这段时间内甲乙的位移分别为∫
t0

0
v1t( )dt,∫

t0

0
v2t( )dt,则乙要追上

甲,即乙比甲多跑10m ,因此∫
t0

0
v2t( )dt-∫

t0

0
v1t( )dt=10.由定积分的几何意义及图可知

t0=25.

(5)【答案】(A)

【详解】由α为n 维单位列向量知,αTα=1,因此

E-ααΤ( )α=Eα-ααΤα=α-α=0

即0是E-ααΤ 的特征值,所以,E-ααΤ 不可逆

(6)【答案】(B)

【详解】令 λE-A =0,解得λ=2,2,1.即A 的特征值为2,2,1.又3-r2E-A( ) =

1.因此,A 可相似对角化.

令 λE-B =0,解得B 的特征值为2,2,1.又3-r2E-B( ) =2.因此,B 不可相似对

角化.C 为对角形矩阵.所以,A 与C 相似,B 与C 不相似.正确答案选(B)  

(7)【答案】(A)

【详解】因为

P A B( ) =
P AB( )

P B( )
,P A B

-
( ) =

P AB
-

( )

P B
-

( )
=
P A( ) -P AB( )

1-P B( )
,

所以,由P A B( ) >P A B
-

( ) 得,

P AB( )

P B( )
>

P A( ) -P AB( )

1-P B( )

整理,得P AB( ) >P A( )P B( )

选项(A):

P B A( ) =
P AB( )

P A( )
,P B A

-
( ) =

P A
-

B( )

P A
-

( )
=
P B( ) -P AB( )

1-P A( )
;

所以,由P B A( ) >P B A
-

( ) 可得

P AB( )

P A( )
>

P B( ) -P AB( )

1-P A( )
,

整理,得P AB( ) >P A( )P B( ) .正确

同理可推出选项(B)、(C)、(D)均不正确.

(8)【答案】(B)
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【详解】因为总体服从N(μ,1),则xi-μ~N 0,1( ) 因此,

∑
n

i=1

(xi-μ)2 ~χ2 n( )   ∑
n

i=1

(xi-X
-
)2 ~χ2 n-1( )

(A)正确(C)正确;

x
-

=
1
n∑

n

i=1
xi ~N μ,

1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,则

n X
-

-μ( ) =
X
-

-μ
1
n

~N 0,1( ) ,

因此n(X
-

-μ)2 ~χ2 1( ) ,(D)正确

(9)【答案】0

【详解】因为 1
1-t=∑

¥

n=0
tn,-1<t<1;所以

1
1+x2=∑

¥

n=0
-x2( ) n =∑

¥

n=0
-1( ) nx2n,-1<x<1,;

因此,由泰勒公式可得,f(3)0( ) =0

【评注】本 题 也 可 以 直 接 计 算 f x( ) 三 阶 导 数f(3)x( ) ,然 后 把 x =0代 入 计 算

出f(3)0( ) .

(10)【答案】e-x C1cos2x+C2sin2x( )

【详解】y'' +2y' +3y=0的特征方程为

λ2-2λ+3=0

解得特征根为

λ=-1± 2i

因此,微分方程的通解为

y=e-x C1cos2x+C2sin2x( )

(11)【答案】-1

【详解】令P=
x

x2+y2-1
,Q= -ay

x2+y2-1
;由积分与路径无关可得

∂P
∂y =

∂Q
∂x

代入,解得a=-1.

(12)【答案】 1
x+1( ) 2
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【详解】∑
¥

n=1
-1( ) n-1nxn-1= ∑

¥

n=1
-1( ) n-1xn( )'=- ∑

¥

n=1
-x( ) n( )'=-

1
1+x
æ

è
ç

ö

ø
÷'=

1
1+x( ) 2

(13)【答案】2

【详解】因为 Aα1,Aα2,Aα3( ) =A α1,α2,α3( ) ,α1、α2、α3 线性无关;所以,

秩 Aα1,Aα2,Aα3( ) =秩 A( )

又

A=

1 0 1

1 1 2

0 1 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,

可得秩 A( ) =2.因此,Aα1,Aα2,Aα3( ) 的秩为2

(14)【答案】2

【详解】因为分布函数F(x)=0.5Φ(x)+0.5Φ(
x-4
2
),所以,概率密度函数

f x( ) =F'x( ) =0.5Φ'x( ) +
0.5
2Φ'

x-4
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=0.5φx( ) +

0.5
2φ

x-4
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

(其中,φx( ) 为标准正态分布的概率密度函数)

因此

EX =∫
+¥

-¥
xf x( )dx=0.5∫

+¥

-¥
xφx( )dx+

0.5
2∫

+¥

-¥
xφ

x-4
2

æ

è
ç

ö

ø
÷dx

=0.5*0+
0.5
2∫

+¥

-¥
2t+4( )φt( )d2t+4( )

=0+0.5∫
+¥

-¥
2t+4( )φt( )dt

=0.5∫
+¥

-¥
2tφt( )dt+0.5∫

+¥

-¥
4φt( )dt

=0.5·0+0.5·4=2

(15)【详解】令u=ex,v=cosx,则

dy
dx=

∂f
∂u
·du
dx+

∂f
∂v
·dv
dx=

∂f
∂u
·ex -

∂f
∂vsinx

d2y
dx2 =

∂∂f∂u
·ex -

∂f
∂vsinx

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂x

=
∂2f
∂u2·

du
dxe

x +
∂2f
∂u∂v

·dv
dxe

x +
∂f
∂u
·ex -

∂2f
∂v∂u

·du
dxsinx-

∂2f
∂v2·

dv
dxsinx-

∂f
∂vcosx
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=
∂2f
∂u2·e

2x -
∂2f
∂u∂v

·exsinx+
∂f
∂u
·ex -

∂2f
∂v∂u

·exsinx+
∂2f
∂v2sin

2x-
∂f
∂vcosx

=
∂2f
∂u2·e

2x -2
∂2f
∂u∂v

·exsinx+
∂2f
∂v2sin

2x+
∂f
∂u
·ex -

∂f
∂vcosx

dy
dx x=0=

∂f
∂u
·ex -

∂f
∂vsinx

æ

è
ç

ö

ø
÷ x=0=fu'1,1( )e0-fv'1,1( )sin0=fu'1,1( )

d2y
dx2 x=0=

∂2f
∂u2·e

2x -2
∂2f
∂u∂v

·exsinx+
∂2f
∂v2sin

2x+
∂f
∂u
·ex -

∂f
∂vcosx

æ

è
ç

ö

ø
÷ x=0

=f″uu 1,1( )·e0-2f″uv 1,1( )·e0·sin0+f″vv 1,1( )sin20+f'u 1,1( )e0-

f'v 1,1( )cos0

=f″uu 1,1( ) +f'u 1,1( ) -f'v 1,1( )

(16)【详解】

lim
n→¥∑

n

k=1

k
n2ln(1+

k
n
)=lim

n→¥∑
n

k=1

k
nln

(1+
k
n
)·1

n=∫
1

0
xln1+x( )dx=

1
2∫

1

0
ln1+x( )dx2

=
1
2x

2ln1+x( ) 1
0-
1
2∫

1

0
x2dln1+x( ) =

1
2ln2-

1
2∫

1

0

x2

1+xdx

=
1
2ln2-

1
2∫

1

0

x2-1( ) +1
1+x dx=

1
2ln2-

1
2∫

1

0
x-1( )dx-

1
2∫

1

0

1
1+xdx

=
1
2ln2-

1
2

x2

2 -xæ

è
ç

ö

ø
÷

1
0-
1
2ln1+x( ) 1

0

=
1
2ln2-

1
2
1
2-1

æ

è
ç

ö

ø
÷-
1
2ln2

(17)【详解】方程x3+y3-3x+3y-2=0两边同时对x 求导,得

3x2+3y2dy
dx-3+3

dy
dx=0    ①

解,得dy
dx=

1-x2

1+y2

令dy
dx=0,解得x=±1,分别代入方程x3+y3-3x+3y-2=0,得

x=1,

y=1,{    
x=-1

y=0{
因此,驻点为 1,1( ) ,-1,0( ) .

对①两边再同时对x 求导,得
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6x+6y
dy
dx
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+3y2d2y
dx2 +3

d2y
dx2 =0   ②

把点 1,1( ) 及dy
dx =0代入②,得d2y

dx2 =-1<0

因此,1,1( ) 为函数y x( ) 的极大值点

把点 -1,0( ) 及dy
dx =0代入②,得d2y

dx2 =2>0

因此,-1,0( ) 为函数y x( ) 的极小值点.

综上所述,y x( ) 在x=1处有极大值1,在x=-1处有极小值0.

(18)【详解】(I)因为lim
x→0+

f(x)
x <0,由极限的保号性可知,存在c∈U+ 0( ) 使得,

f(c)
c <0,即fc( ) <0.又f1( ) >0,由零点定理可得,存在ξ∈ c,1( ) ,使得fξ( ) =0.

因此,方程f(x)=0在区间 (0,1)至少存在一个根.

(II)令F x( ) =f x( )f'x( ) 则

F'x( ) =f x( )f″x( ) - f'x( )[ ] 2

一方面,由lim
x→0+

f(x)
x <0,可得lim

x→0+
f x( ) =0.

另一方面,设f(x)在 0,1[ ] 上具有二阶导数,则f(x)在x=0处连续.

因此,lim
x→0+

f x( ) =0=f0( ) 即,f0( ) =0.有F 0( ) =f0( )f'0( ) =0

而由(I)知,fξ( ) =0,有Fξ( ) =fξ( )f'ξ( ) =0

由lim
x→0+

f(x)
x =lim

x→0+

f'(x)
=lim

x→0+
f'x( ) <0

及f(x)在 0,1[ ] 上具有二阶导数,得f'(0)<0

f(x)在 0,1[ ] 上由拉格朗日中值定理得存在η∈ 0,1( ) ,使得

f1( ) -f0( )

1-0 =f'η( )

由f1( ) >0,f0( ) =0可得f'η( ) >0

由零点定理得存在,ξ1 ∈ 0,η( ) 使得f'ξ1( ) =0

即

Fξ1( ) =fξ1( )f'ξ1( ) =0

综上所述F 0( ) =Fξ( ) =Fξ1( ) =0

由罗尔定理可得存在η1 ∈ 0,ξ( ) ,η2 ∈ ξ,ξ1( ) ,使得,

F'η1( ) =0,F'η2( ) =0
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因此,F'x( ) 在 0,1[ ] 上至少有两个零点,即方程f(x)f″(x)+ f'(x)[ ] 2=0在区间

(0,1)内至少存在两个不同的实根.

(19)【详解】(I)由
z= x2+y2

z2=2x{ 可得C在xOy 平面上投影为

x2+y2( )
2=2x

z=0{ ,

即
x-1( ) 2+y2=1

z=0{ .

(II)M =∬
s
μx,y,z( )ds=∬

s

9 x2+y2+z2ds

=∬
sxoy

9 x2+y2+ x2+y2( )
2· z'2x +z'2ydxdy

=18∬
sxoy

x2+y2dxdy=18∫
π
2

-
π
2

dθ∫
2cosθ

0
ρ2dρ

=64

(20)【详解】(I)证明:因为A 有3个不同的特征值,所以,0至多是矩阵A 的单根,因

此,r A( ) ≥2

又因为α3=α1+2α2,则α1,α2,α3 线性相关;所以,r A( ) ≤2.综上所述,r A( ) =2

(II)由(I)r A( ) =2可得AX =0的基础解系有一个向量.而由α3=α1+2α2,即

α1+2α2-α3=0,得

A

1

2

-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
= α1,α2,α3( )

1

2

-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=0

所以,

1

2

-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

为AX =0的基础解系.因为,β=α1+α2+α3 则

α1,α2,α3( )

1

1

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=α1+α2+α3=β,

即A

1

1

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=β,所以,

1

1

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

为Ax=β的特解.
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因此,方程Ax=β的通解为k

1

2

-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
+

1

1

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

(21)【详解】设二次型f x1,x2,x3( ) 对应的矩阵为A ,则A=

2 1 -4

1 -1 1

-4 1 a

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

由f x1,x2,x3( ) 在正交变换下的标准形为λ1y2
1 +λ2y2

2,可知,矩阵 A 的特征值为

λ1,λ2,0.即r A( ) =2.所以 A =0.解 A =

2 1 -4

1 -1 1

-4 1 a

=0,得a=2

令 λE-A =0,解得λ=-3,6,0

-3E-A( )X =0的基础解系为α1=

1

-1

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,其单位向量为β1=
1
3

1

-1

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

6E-A( )X =0的基础解系为α2=

-1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,其单位向量为β2=
1
2

-1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

0E-A( )X =0的基础解系为α3=

1

2

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,其单位向量为β3=
1
3

1

2

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

令λ1=-3,λ2=6.则

Q=

1
3

1
2

1
3

-1
3

0 2
3

1
3

-1
2

1
3

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(22)【详解】(I)EY=∫
+¥

-¥
yf y( )dy=∫

1

0
y·2ydy=2∫

1

0
y2dy=2·

y2

3
1
0=
2
3

P(Y ≤EY)=P Y ≤
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=∫

2
3

-¥
f y( )dy=∫

2
3

0
2ydy=y2 2

30=
4
9

(II)Z 的分布函数

FZ z( ) =P Z ≤z( ) =P X +Y ≤z( )
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=P X +Y ≤z X =0( )P X =0( ) +P X +Y ≤z X =2( )P X =2( )

=P Y ≤z( )·1
2+P Y ≤z-2( )·1

2

=
1
2 P Y ≤z( ) +P Y ≤z-2( )[ ]

当Z <0时,P Y ≤Z( ) =0,P Y ≤Z-2( ) =0所以,FZ z( ) =0.

当0≤Z <1时,P Y ≤Z( ) =∫
z

0
2ydy=z2,P Y ≤Z-2( ) =0所以,

FZ z( ) =
1
2 z2+0[ ] =

z2

2

当1≤Z <2时,P Y ≤Z( ) =∫
1

0
2ydy=1,P Y ≤Z-2( ) =0所以,

FZ z( ) =
1
2 1+0[ ] =

1
2

当2≤Z <3时,P Y ≤Z( ) =1,P Y ≤Z-2( ) =∫
z-2

0
2ydy= z-2( ) 2 所以,

FZ z( ) =
1
2 1+ z-2( ) 2[ ]

当Z ≥3时,FZ z( ) =1.

因此,分布函数

FZ z( ) =

0, z<0

z2

2
, 0≤z<1

1
2
, 1≤z<2

1
2 1+

z-2( ) 2

2
é

ë
êê

ù

û
úú , 2≤z<3

1, z≥3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

所以,Z=X +Y 的概率密度函数

fZ z( ) =FZ'z( ) =

z,0≤z<1

z-2,2≤z<3

0,其他

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

.

(23)【详解】(I)Zi 的分布函数

FZi z( ) =P zi ≤z( ) =P xi-μ ≤z( ) =P xi-μ
σ ≤

z
σ

æ

è
ç

ö

ø
÷

当z≤0时,FZi z( ) =0.
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当z>0时,FZi z( ) =2Φ
z
σ

æ

è
ç

ö

ø
÷-1.

因此,Zi 的概率密度函数

fzi z( ) =FZi'z( ) =

2
2πσ

e-
z2
2σ2,z>0

0,其他

ì

î

í

ï
ï

ïï

(II)期望EZi=∫
+¥

0
z 2
2πσ

e-
z2
2σ2dz=

2σ
2π

.

令EZi=Z
-
,解得σ=

2π
2 Z

-

因此,σ的矩估计量̂σ=
2π
2 Z

-

(III)最大似然估计函数

fz1,z2,…,zn,σ( ) =
2
2π

æ

è
ç

ö

ø
÷

n 1
σne-z

2
1+…z2n
2σ2

zi >0( )

两边同时取对数,化简得

lnfz1,z2,…,zn,σ( ) =nln
2
2π

æ

è
ç

ö

ø
÷-nlnσ-

z21+…z2n
2σ2

zi >0( )

两边同时对σ求导,并令其等于零

∂lnfz1,z2,…,zn,σ( )

∂σ =-
n
σ +

z21+…z2n
σ3 =0

解,得

σ=
z21+…z2n

n

所以,σ的最大似然估计量̂σ=
z21+…z2n

n .
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2016年全国硕士研究生入学统一考试

数学(一)试题详解

(1)【答案】(C)

【详解】因为,lim
x→0+

xa· 1
xa 1+x( )b =1,lim

x→¥
xa+b· 1

xa 1+x( )b =1.

要使∫
+¥

0

1
xa 1+x( )bdx 收敛,则有a<1,a+b>1,正确答案为(C)

(2)【答案】(D)

【详解1】排除法:

由原函数可导知,原函数一定连续,所以原函数在x=1处连续,排除(A)和(C)由已知

条件,可知原函数满足F'1( ) =f1( ) =0.

(B)选项中:

F'+ 1( ) =lim
x→1+

F x( ) -F 1( )

x-1 =lim
x→1+

xlnx+1( ) -1-0
x-1 =lim

x→1+

lnx+2
1 =2

所以(B)错误,选(D)

【详解2】直接法:

对选项(D)中的函数求导,

F'x( ) =
2x-1( ) ,x<1

lnx,x>1{ ,

又由F'+ 1( ) =F'- 1( ) =0,得F'1( ) =0

所以,f x( ) =F'x( )  因此(D)选项是正确答案。

(3)【答案】(A)

【详解】令y1= 1+x2( ) 2- 1+x2 ,y2= 1+x2( ) 2+ 1+x2

由已知可得y1-y2=-2 1+x2 是y'+p x( )y=0的解

所以,-2·
1
2 1+x2( )

1
2·2x-2 1+x2·p x( ) =0,解得,p x( ) =-

x
1+x2
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同样由已知可得,y1+y2

2 = 1+x2( ) 2 是y'+p x( )y=qx( ) 的解.

所以, 1+x2( ) 2[ ]'+p x( )· 1+x2( ) 2=qx( )

解得,qx( ) =4x·2x+p x( )· 1+x2( ) 2=3x1+x2( )

故选(A)

(4)【答案】(D)

【详解】因

f x( ) =
x, x≤0

1
n
, 1

n+1<
x≤

1
n
,n=1,2,…

ì

î

í

ï
ï

ïï

则

lim
x→0+

f x( ) =0,lim
x→0-

f x( ) =0

所以,f0( ) =lim
x→0+

f x( ) =0,lim
x→0-

f x( ) =0故f x( ) 在x=0处连续。

又

f'- 0( ) =lim
x→0-

f x( ) -f0( )

x-0 =lim
x→0-

x
x =1

f'+ 0( ) =lim
x→0+

f x( ) -f0( )

x-0 =lim
x→0+

1
n
x =1

所以,f'0( ) =f'- 0( ) =0=f'+ 0( ) =1,即f x( ) 在x=0处可导。故选(D)

(5)【答案】(C)

【详解】A 与B 相似,即存在可逆矩阵P ,使P-1AP=B ,则

BT = P-1AP( ) T =PTA T P-1( ) T = PT( ) -1( ) -1AT PT( ) -1 ,

即(A)是正确的

B-1= P-1AP( ) -1=P-1A -1P

进一步有

B+B-1=P-1AP+P-1A -1P=P-1 A+A-1( )P

即(B)(D)都是正确的;故选(C)

(6)【答案】(B)

【详解】因为f x1,x2,x3( ) =x2
1+x2

2+x2
3+4x1x2+4x1x3+4x2x3

对应的矩阵A=

1 2 2

2 1 2

2 2 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
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令 A-λE =

1-λ 2 2

2 1-λ 2

2 2 1-λ

=0

解得,λ=-1,-1,5

所以二次型在正交变换X =QY 下的标准形为f y1,y2,y3( ) =5y2
1-y2

2-y2
3

所以,f x1,x2,x3( ) =2表示双叶双曲面,选(B)

(7)【答案】(B)

【详解】因为P=P X ≤ μ+σ2{ }=P X -μ
σ ≤ σ{ }=Φσ( ) ,

其中Φx( ) 为标准正态分布的分布函数,Φx( ) 是单调增加的,故选(B)

(8)【答案】(A)

【详解】由题意可知X ~B 2,13
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,Y~B 2,13

æ

è
ç

ö

ø
÷ 所以,EX=EY=

2
3
,DX=DY=

4
9

EXY =0·0P X =0,Y=0( ) +0·1P X =0,Y=1( ) +1·1P X =1,Y=1( ) +

1·0P X =1,Y=0( )   =P X =1,Y=1( ) =
2
9

因此,

ρXY =
EXY-EX·EY

DX DY
=-

1
2

(9)【答案】1
2

【详解】lim
x→0

∫
x

0
tln1+tsint( )dt

1-cosx2 =lim
x→0

∫
x

0
tln1+tsint( )dt

1
2x

4
=lim

x→0

xln1+xsinx( )

2x3 =lim
x→0

x·xsinx
2x3 =lim

x→0

sinx
2x =

1
2

(10)【答案】j
→

+ y-1( )k
→

【详解】rotA=

i
→

j
→

k
→

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

=

i
→

j
→

k
→

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x+y+z xy z

=j
→

+ y-1( )k
→

(11)【答案】-dx+2dy
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【详解】对方程 x+1( )z-y2 =x2f x-z,y( ) 等式两边同时分别对x,y 求偏导

数,得到

z+ x+1( )z'x =2xf x-z,y( ) +x2f'1· 1-z'x( )

x+1( )z'y -2y=x2 f'1· -z'y( ) +f'2[ ]

把x=0,y=1,z=1分别代入上面两式,得z'x 0,1( ) =-1,z'y 0,1( ) =2

所以,dz 0,1( ) =-dx+2dy

(12)【答案】1
2

【详解】f'x( ) =
1

1+x2-
1-ax2

1+ax2( ) 2
,f″x( ) = -2x

1+x2( ) 2
+
2ax3-ax2( )

1+ax2( ) 3

所以,

f‴0( ) =lim
x→0

-2x
1+x2( ) 2

+
2ax3-ax2( )

1+ax2( ) 3
-0

x =-2+6a

而由已知f‴0( ) =1  可得,-2+6a=1。解得,a=
1
2

(13)【答案】λ4+λ3+2λ2+3λ+4

【详解】

λ -1 0 0

0 λ -1 0

0 0 λ -1

4 3 2 λ+1

=λ

λ -1 0

0 λ -1

3 2 λ+1

+4=λ4+λ3+2λ2+3λ+4

(14)【答案】8.2,10.8( )

【详解】因为X
-

~N μ,
1
nσ

2æ

è
ç

ö

ø
÷ 则X

-

-μ
1
nσ

~N 0,1( )

所以,P
-Zα

2 <
X
-

-μ
1
nσ

<Zα
2

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
=0.95 其中α=0.05

即得置信度为0.95的置信区间为 X
-

-
1
n
·σ·Zα

2
,X

-

+
1
n
·σ·Zα

2

æ

è
ç

ö

ø
÷

因为μ 的置信上限为10.8,且x
-

=9.5,分别代入上限X
-

+
1
n
·σ·Zα

2

可解得, 1
n
·σ·Zα

2 =1.3。所 以,μ 的 双 侧 置 信 区 间 为 9.5-1.3,10.8( ) =
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8.2,10.8( )

(15)【详解】平面区域D如图所示:由圆和心形线所围成。

区域D关于x 轴对称

∬
D

xdxdy=2∬
D1

xdxdy=2∫
π
2

0
dθ∫

2 1+cosθ( )

2
r2cosθdθ

=
16π
3∫

π
2

0
1+cosθ( ) 3-1[ ]cosθdθ

=
16π
3∫

π
2

0
3cos2θ+3cos3θ+cos4θ( )dθ

=
32
3+5π

(16)【详解】(I)y″+2y'+ky=0的特征方程为λ2+2λ+k=0

解得,λ =-1 - 1-k,- 1 + 1-k  所 以,y x( ) =c1e -1- 1+k( )x +

c2e -1+ 1+k( )x,

所以,

∫
+¥

0
y x( )dx=∫

+¥

0
c1e -1- 1-k( )x +c2e -1+ 1-k( )x[ ]dx

=-
c1

-1- 1-k
+

c2
-1+ 1-k

æ

è
ç

ö

ø
÷

即,∫
+¥

0
y x( )dx 收敛

(II)因为y0( ) =1,y'0( ) =1所以

c1+c2=1

-1- 1-k( )c1+ -1+ 1-k( )c2=1{
解得,

c1= -2+ 1-k
2 1-k

c2=
2+ 1-k
2 1-k

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

所以,

∫
+¥

0
y x( )dx=-

c1
-1- 1-k

+
c2

-1+ 1-k
æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
k

(17)【详解】由∂f x,y( )

∂x = 2x+1( )e2x-y  可得,f x,y( ) =xe2x·ey +φy( )
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又因为f0,y( ) =φy( ) =y+1  即,φy( ) =y+1

所以,f x,y( ) =xe2x·ey +y+1

而已知∂f x,y( )

∂y =-xe2x-y+1所以,It( ) =∫Lt
2x+1( )e2x-ydx+ -xe2x-y +1( )dy

令P x,y( ) = 2x+1( )e2x-y ,Q x,y( ) =-xe2x-y +1,则可得∂P
∂y =

∂Q
∂x

所以,曲线积分与路径无关

因此,

It( ) =∫Lt
2x+1( )e2x-ydx+ -xe2x-y +1( )dy

=∫
1

0
2x+1( )e2xdx+∫

t

0
-e2-y +1( )dy=t+e2-t

令I't( ) =1-e2-t=0 解得,t=2  又由I″t( ) t=2=e2-t t=2=1>0

所以,当t=2时,It( ) 取极小值,且为最小值.所以,It( ) 的最小值为I2( ) =3

(18)【详解】由高斯公式可得

I=∬
∑

x2+1( )dydz-2ydzdx+3zdxdy.

=∭
Ω

2x-2+3( )dxdydz=∭
Ω

2x+1( )dxdydz

=∫
1

0
dx∬

D

2x+1( )dydz=∫
1

0
2x+1( )dx∬

D

dydz

(D为由直线y+2z=2-2x,y=0,z=0围成的区域;其中x 为常数)

=∫
1

0
2x+1( )·1

2
·2 1-x( ) 2dx=

1
2

(19)【详解】(I)由题意知

xn+1-xn = f xn( ) -f xn-1( ) = f'ξ( ) xn -xn-1( ) (ξ介于xn-1与xn 之间)<

1
2 xn -xn-1 <

1
22

xn-1-xn-2 … <
1
2n-1 x2-x1

又因为∑
¥

n=1

1
2n-1 x2-x1 = x2-x1 ∑

¥

n=1

1
2n-1

收敛,所以,∑
¥

n=1
xn+1-xn 收敛,即

∑
¥

n=1
xn+1-xn( ) 绝对收敛。

(II)由(1)∑
¥

n=1
xn+1-xn( ) 绝对收敛,可得其部分和的极限

lim
n→¥

Sn =lim
n→¥

Sn∑
n

k=1
xk+1-xk( ) =lim

n→¥
xn+1-x1( ) =lim

n→¥
xn+1-x1
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存在,故lim
n→¥

xn+1 存在,即lim
n→¥

xn 存在

设lim
n→¥

xn =a,由于f x( ) 可导,f x( ) 连续,对xn+1=f xn( ) 两边同时取极限得,a=

fa( )

又f0( ) =1及fa( ) -f0( ) =f'ξ( )a,(ξ介于0与a 之间)得a=
1

1-f'ξ( )

由已知条件,0<f'ξ( ) <
1
2

故0<a<2

(20)【详解】(I)A,β( ) =

1 1 1-a

1 0 a

a+1 1 a+1

0

1

2a-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 1-a

0 1 1-2a

0 0 2a-a2

1

-1

a-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

当a=0时,r A( ) =2,r A,β( ) =3,Ax=β无解

(II)A=

1 1 1

1 0 0

1 1 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
     ATA=

1 1 1

1 0 1

1 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1 1 1

1 0 0

1 1 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

3 2 2

2 2 2

2 2 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ATβ=

1 1 1

1 0 1

1 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

0

1

-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

-1

-2

-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ATA,ATβ( ) =

3 2 2

2 2 2

2 2 2

-1

-2

-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 0

0 1 1

0 0 0

-1

-2

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

所以,ATA=0的基础解析系为ξ=

0

-1

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,ATA=β的特解为η=

1

-2

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,因此,ATA=

β的通解为x=kξ+η,其中k为任意常数.

(21)【详解】(I)λE-A =

λ 1 -1

-2 λ+3 0

0 0 λ

=λλ+1( ) λ+2( )

所以,A 的特征值为-1,-2,0

其对应的特征向量分别为ξ1=

1

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,ξ2=

1

2

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,ξ3=

3

2

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
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令P= ξ1,ξ2,ξ3( ) =

1 1 3

1 2 2

0 0 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,   Λ=

-1 0 0

0 -2 0

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

有P-1AP=Λ,易知

P-1=

2 -1 -2

-1 1 1
2

0 0 1
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

所以,A=PΛP-1

A99=PΛ99P-1=

1 1 3

1 2 2

0 0 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-1( ) 99 0 0

0 -2( ) 99 0

0 0 099

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

2 -1 -2

-1 1 1
2

0 0 1
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

=

-2+299 1-299 2-298

-2+2100 1-2100 2-299

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(II)B2=BA   B3=B B2A( ) =B BA( ) =B2A=BAA=BA2

B4=B2A2=BAA2=BA2=BAA2=BA3

依次类推得,B100=BA99

所以,有

β1,β2,β3( ) = α1,α2,α3( )A99= α1,α2,α3( )

-2+299 1-299 2-298

-2+2100 1-2100 2-299

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而有

β1= -2+299( )α1+ -2+2100( )α2

β2= 1-299( )α1+ 1-2100( )α2

β3= 2-298( )α1+ 2-299( )α2
(22)【详解】(I)区域D的面积

SD =∫
1

0
x -x2( )dx=

1
3

故 X,Y( ) 的概率密度
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f x,y( ) =
3, x,y( ) ∈D

0, 其他{
(II)P U=0,X ≤

1
2{ }=P X >Y,X ≤

1
2{ }=∫

1
2

0
dx∫

x

x2
3dy=3∫

1
2

0
x-x2( )dx=

1
4

又

P U=0{ }=P X >Y{ }=∫
1

0
dx∫

x

x2
3dy=3∫

1

0
x -x2( )dx=

1
2

P X ≤
1
2{ }=3∫

1
2

0
x -x2( )dx=

1
2 -

1
8

所以,

P U=0,X ≤
1
2{ }≠P U=0{ }P X ≤

1
2{ }

故U 与X 不独立

(III)Z 的分布函数

FZ z( ) =P Z ≤z{ }=P U+X ≤z{ }=P U=0,U+X ≤z{ }+P{U=1,U+X≤z}

=P U=0,X ≤z{ }+P U=1,U ≤z-1{ }

=P X >Y,X ≤Z{ }+P X ≤Y,X ≤Z-1{ }

①z<0,FZ z( ) =0

②0≤z<1,

FZ z( ) =P X >Y,X ≤Z{ }+0=∬
x>y
x≤z

f x,y( )dxdy=∫
z

0
dx∫

x

x2
3dy=

3
2z

2-z3

③1≤z<2,

FZ z( ) =P X >Y{ }+P X ≤Y,X ≤Z-1{ }=
1
2+∬

x≤y
x≤z-1

f x,y( )dxdy

=
1
2+∫

z-1

0
dx∫

x

x
3dy=

1
2+2z-1( )

3
2 -

3
2 z-1( ) 2

④z≥2,FZ z( ) =1

故Z 的分布函数为

FZ z( ) =

0, z<0,
3
2z

2-z3, 0≤z<1

1
2+2z-1( )

3
2 -

3
2 z-1( ) 2, 1≤z<2,

1 z≥2,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï
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(23)【详解】(1)因T=maxX1,X2,X3( ) ,则T 的分布函数为

FT t( ) =P T ≤t{ }=P maxX1,X2,X3( ) ≤t{ }=P X1 ≤t,X2 ≤t,X3 ≤t{ }

=P X1 ≤t{ }P X2 ≤t{ }P X3 ≤t{ }=F3t( )

因X 的分布函数   F x( ) =

0, x<0
1
θ3

x3, 0≤x<θ

1, x≥θ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以,T 的分布函数

FT t( ) =

0, t<0
1
θ3
t3æ

è
ç

ö

ø
÷

3

, 0≤t<θ

1, t≥θ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

=

0, t<0
1
θ9
t9, 0≤t<θ

1, t≥θ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

T 的概率密度

fT t( ) =
1
θ9
t9, 0≤t<θ

0, 其他{
(2)要使aT 为θ的无偏估计,则E aθ( ) =θ,即aEθ( ) =θ

可得 a=
θ

E T( )
 又E T( ) =∫

+¥

-¥
tFtt( )dt=∫

θ

0

1
θ9
t8dt=

9
10θ

代入a=
θ

E T( )
,解得 a=

10
9 .
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2015年全国硕士研究生入学统一考试

数学(一)试题详解

(1)【答案】(C)

【详解】对于连续函数的曲线而言,拐点处的二阶导

数等于零或者不存在.从图上可以看出有两个二阶导数等

于零的点,以及一个二阶导数不存在的点x=0.但对于这

三个点,最左边的二阶导数等于零的点的两侧二阶导数

都是正的,所以对应的点不是拐点.而另外两个点的两侧

二阶导数是异号的,对应的点才是拐点,所以应该选(C)

(2)【答案】(A)

【详解】特解y=
1
2e

2x +(x-
1
3
)ex ,则

y'=e2x + x+
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ex ,y″=2e2x + x+

5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ex

代入微分方程y″+ay'+by=cex ,整理得

2+a+
b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷e2x + 1+a+b( )xex +

5
3+

2a
3 -

b
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ex =cex

解得a=-3,b=2,c=-1.故选(A)

(3)【答案】(A)

【详解】因为级数 ∑
¥

n=1
anxn 在x =2处条件收敛,所以 R =2,由 幂 级 数 的 性 质,

∑
¥

n=1
nan(x-1)n 的收敛半径也为R=2,即 x-1<3,收敛区间为-1<x<3,则收敛域为

-1<x<3,进而x=3与x=3依次为幂级数∑
¥

n=1
nan(x-1)n 的收敛点,收敛点,故选(A)
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  (4)【答案】(B)

【详解】先画出区域 D,如图所示。转化为极坐标表示即

可,即

∬
D

f x,y( )dxdy=∫
3π
4

π
4

dθ∫
1
sin2θ

1
2sin2θ

frcosθ,rsinθ( )rdr

选择(B).

(5)【答案】(D)

【详解】因为,

x,y,z有无穷多解 (0,1)r A( ) =r A
-

( ) <3,

得 A =0。即dz (0,1)=-dx,从而a=1或a=2

当a=1时,

A
-

=

1 1 1︙ 1

1 2 1︙ α

1 4 1︙ α2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 1︙ 1

0 1 0︙ α-1

0 0 0︙ α2-3α+2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而α2-3α+2=0⇒α=1或α=2时x,y,z有无穷多解

当a=2时,

A
-

=

1 1 1︙ 1

1 2 2︙ α

1 4 4︙ α2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 1︙ 1

0 1 1︙ α-1

0 0 0︙ α2-3α+2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而α2-3α+2=0⇒α=1或α=2时x,y,z有无穷多解

所以选(D)

(6)【答案】(A)

【详解】由已知得

f(x1,x2,x3)=YTPTAPY=2y2
1+y2

2-y2
3,Q=PE23E2(-1),

从而

f(x1,x2,x3)=YTQTAQY=YTET
2(-1)E23

TPTAPE23E2(-1)Y

=YTE2(-1)E23PTAPE23E2(-1)Y-2y2
1-y2

2+y2
3,

其中E23=

1 0 0

0 0 1

0 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,E2(-1)=

1 0 0

0 -1 0

0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

均为初等矩阵,所以选(A).

(7)【答案】(C)

【详解】排除法.若AB=Φ,则P(AB)=0,而P(A),P(B)未必为0,故
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P(A)P(B)≥P(AB),P
(A)+P(B)

2 ≥P(AB),

故 (B),(D)错.若A ⊂B ,则P(AB)=P(A)≥P(A)P(B),故(A )错.

(8)【答案】(D)

【详解】

E[X(X +Y-2)]=E[X2+XY-2X]

=E(X2)+E(XY)-2E(X)

=D(X)+E2(X)+E(X)E(Y)-2E(X)=5

(9)【答案】-
1
2

【详解1】lim
x→0

lncosx
x2 =lim

x→0

-
sinx
cosx
2x =-

1
2limx→0

sinx
xcosx=-

1
2

【详解2】lim
x→0

lncosx
x2 =lim

x→0

cosx-1
x2 =lim

x→0

-
x2

2
x2 =-

1
2

(10)【答案】π
2

4

【详解】

∫
π
2

-
π
2

sinx
1+cosx+ xæ

è
ç

ö

ø
÷dx=∫

π
2

-
π
2

sinx
1+cosx

dx+∫
π
2

-
π
2

x dx=∫
π
2

-
π
2

sinx
1+cosx

dx+2∫
π
2

0
xdx

=0+
π2

4=
π2

4

(11)【答案】-dx

【详解】对

ez +xyz+x+cosx=2

两边分别关于x,y 求偏导,得到

ez∂z
∂x+yz+xy

∂z
∂x+1-sinx=0

ez∂z
∂y+xz+xy

∂z
∂y=0

并将 (0,1)代入,得到

∂z
∂x (0,1)=-1,

∂z
∂y

(0,1)=0,

所以
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dz (0,1)=
∂z
∂x (0,1)dx+

∂z
∂y

(0,1)dy=-dx.

(12)【答案】1
4

【详解】由轮换对称性,可得

∭
Ω

x+2y+3z( )dxdydz=6∭
Ω

zdxdydz=6∫
1

0
zdz∬

DZ

dxdy,

其中,DZ 为平面z=z截空间区域Ω所得的截面,其面积为 12
(1-z)2 所以,

∭
Ω

x+2y+3z( )dxdydz=6∭
Ω

zdxdydz=6∫
1

0
z12

(1-z)2dz

=3∫
1

0
z3-2z2+z( )dz=

1
4

(13)【答案】2n+1-2

【详解】按第一行展开得

Dn =

2 0 … 0 2

-1 2 … 0 2

︙ ︙ ⋱ ︙ ︙

0 0 … 2 2

0 0 … -1 2

=2Dn-1+(-1)n+12(-1)n-1

=2Dn-1+2=2(2Dn-2+2)+2=22Dn-2+22+2=2n +2n-1+…+2=2n+1-2

(14)【答案】1
2 .

【详解】由ρXY =0,故X,Y 独立;所以,

P XY-Y <0{ }=P X -1( )Y <0{ }

=P X -1( ) <0,Y >0{ }+P X -1( ) >0,Y <0{ }

=P X -1( ) <0{ }P Y >0{ }+P X -1( ) >0{ }P Y <0{ }

=
1
2×

1
2+

1
2×

1
2=

1
2.

(15)【详解】由题意,f(x)与g(x)在x→0时为等价无穷小,所以,

lim
x→0

f x( )

g x( )
=1

即

1=lim
x→0

f x( )

g x( )
=lim

x→0

x+aln(1+x)+bxsinx
kx3
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=lim
x→0

x+ax-
x2

2 +
x3

3 +ox3( )
æ

è
ç

ö

ø
÷+bx x-

x3

6 +ox3( )
æ

è
ç

ö

ø
÷

kx3

=lim
x→0

a+1( )x+ b-
a
2

æ

è
ç

ö

ø
÷x2+

a
3x

3+ox3( )

kx3

得,

a=-1,b=-
1
2
,k=-

1
3

(16)【详解】曲线y=f(x)在点 (x0,f(x0))处切线方程为

y-f(x0)=f'(x0)(x-x0)

即

y=f'(x0)(x-x0)+f(x0)

由该切线与直线x=x0 及x 轴所围成区域的面积恒为4可得,

1
2 x0-

-f x0( )

f'x0( )
+x0

æ

è
ç

ö

ø
÷ f x0( ) =

1
2

f2 x0( )

f'x0( )
=4

整理可得微分方程,y
2

8=
dy
dx  

分离变量可解得,-
1
y =

1
8x+c

因为y(0)=2,代入-
1
y =

1
8x+c可得c=-

1
2

解得,y=
8

4-x    
因此,f(x)=

8
4-x

(17)【详解】因为f(x,y)沿着梯度的方向的方向导数最大,且最大值为梯度的模。

又

f'x(x,y)=1+y,f'y(x,y)=1+x,

则gradf(x,y)= 1+y,1+x{ },则 gradf(x,y)= (1+y)2+(1+x)2,

此题目转化为对函数

g(x,y)= (1+y)2+(1+x)2 在约束条件C:x2+y2+xy=3,下的最大值

即为条件极值问题.本问题可以转化为对

d(x,y)=(1+y)2+(1+x)2 在约束条件 C:x2+y2+xy=3,下的最大值,构造

函数

f(x,y,λ)=(1+y)2+(1+x)2+λ(x2+y2+xy-3)

令
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F'x =2(1+x)+λ(2x+y)=0

F'y =2(1+y)+λ(2y+x)=0

F'λ =x2+y2+xy-3=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得,

M1(1,1),M2(-1,-1),M3(2,-1),M4(-1,2),

所以

d(M1)=8,d(M2)=0,d(M3)=9,d(M4)=9,

故最大值为 9=3.

(18)【详解】

(I)证明:令F(x)=u(x)v(x),则

F'(x)=lim
Δx→0

F(x+Δx)-F(x)
Δx

=lim
Δx→0

u(x+Δx)v(x+Δx)-u(x)v(x)
Δx

=lim
Δx→0

u(x+Δx)v(x+Δx)-u(x)v(x+Δx)+u(x)v(x+Δx)-u(x)v(x)
Δx

=lim
Δx→0

u(x+Δx)-u(x)
Δx v(x+Δx)+lim

Δx→0

v(x+Δx)-v(x)
Δx u(x)

=u'(x)v(x)+u(x)v'(x)

(II)f'(x)=u1'(x)[u2(x)…un(x)]+u1(x)[u2(x)…un(x)]'

= u1'(x)u2(x)…un(x) + u1(x)u2'(x)u3(x)…un(x) +

u1(x)u2(x)[u3(x)…un(x)]'

=…

= u1'(x)u2(x)…un(x) + u1(x)u2'(x)u3(x)…un(x) +

…u1(x)u2(x)u3(x)…un'(x)

(19)【详解】由题意设曲线L 参数方程为

x=cosθ

y= 2sinθ

z=cosθ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,θ:π2 →-
π
2

所以,I=∫L
(y+z)dx+(z2-x2+y)dy+(x2+y2)dz

=∫
-

π
2

π
2

-(- 2sinθ+cosθ)sinθ+2sinθcosθ+ 1+sin2θ( )sinθ[ ]dθ
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=∫
-

π
2

π
2

- 2sin2θ+cosθsinθ+ 1+sin2θ( )sinθ[ ]dθ

=22∫
π
2

0
sin2θ[ ]dθ=

2
2π

(20)【详解】(Ⅰ)证明:

β1,β2,β3( ) = 2α1+2kα3,2α2,α1+ k+1( )α3( ) ? = α1,α2,α3( )

2 0 1

0 2 0

2k 0 k+1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

因为α1,α2,α3 是R3 的一个基,所以α1,α2,α3 线性无关,即rα1,α2,α3( ) =3

rβ1,β2,β3( ) =r

2 0 1

0 2 0

2k 0 k+1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

又因为

2 0 1

0 2 0

2k 0 k+1

=4≠0

rβ1,β2,β3( ) =r

2 0 1

0 2 0

2k 0 k+1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=3

所以β1,β2,β3 线性无关,为R3 的一个基

(Ⅱ)由已知可得

ε=k1α1+k2α2+k3α3=k1β1+k2β2+k3β3 ,ε≠0

即

k1β1-α1( ) +k2β2-α2( ) +k3β3-α3( ) =k1α1+2kα3( ) +k2α2+k3α1+kα3( ) =0

有非零解,

即

α1+2kα3,α2,α1+kα3( )

k1

k2

k3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=0

有非零解

所以,
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α1+2kα3,α2,α1+kα3 = α1,α2,α3

1 0 1

0 1 0

2k 0 k

=0

则

1 0 1

0 1 0

2k 0 k

=0

解得k=0

从而k1α1+k2α2+k3α1=0,k2=0,k1=-k3
因此,ξ=k1α1-k1α3=0,k1 ≠0

(21)【详解】(I)

由

B-λE =

1-λ -2 0

0 b-λ 0

0 3 1-λ

=(1-λ)2(b-λ)=0

得B特征值为λ1=λ2=1,λ3=b

由

A-λE =

-λ 2 -3

-1 3-λ -3

1 -2 a-λ

=(1-λ)[λ2-(a+2)λ+2a-3]

由A ~B 则A与B有相同的特征值

解得,a=4,b=5

(II)由(I)得

A=

0 2 -3

-1 3 -3

1 -2 4

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

其中特征值λ1=λ2=1,λ3=5,

当λ1=λ2=1时,解 (A-E)x=0方程的基础解系为

α1=

2

1

0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,α2=

-3

0

-1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

;

当λ3=5时,解 (A-5E)x=0方程的基础解系为
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α3=

-1

1

1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

从而 (Aα1,Aα2,Aα3)=(α1,α2,5α3)

A(α1,α2,α3)=(α1,α2,α3)

1

1

5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

因为α1,α2,α3 线性无关,所以令P=α1,α2,α3,即P=

2 -3 -1

1 0 -1

0 1 1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,使得

P-1Ap=

1

1

5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

(22)【详解】(I)

f(x)=
2-xln2,x>0

0,x≤0{ ,

P X >3{ }=∫
+¥

3
2-xln2dx=

1
8

所以Y 的概率分布为

P Y=n{ }=C1
n-1
1
8
7
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-2

=(n-1)
1
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 7
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-2

,n=2,3…

(II)

EY=∑
¥

n=2
n(n-1)

1
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 7
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-2

=
1
64∑

¥

n=2
n(n-1)

7
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

令

S(x)=∑
¥

n=2
n(n-1)xn-2 ,S1(x)=∑

¥

n=2
nxn-2 ,

则

S2(x)=∫
x

0
S1(t)dt=∑

¥

n=2
xn =

x2

1-x

S1(x)=
x2

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷'=

2x-x2

1-x( ) 2
,S(x)=S'1(x)=

2 1-x( ) 2+2x(2-x)
1-x( ) 3

因此,
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EY=
1
64S

7
8

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
64

2 1-
7
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+2·
7
8
(2-

7
8
)

1-
7
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

3 =16

(23)【详解】(I)

EX =∫
+¥

-¥
xf(x;θ)dx=∫

1

0
x 1
1-θdx=

1
1-θ

·x
2

2
1
0=
1+θ
2

解得θ=2EX -1.即,̂θ=2X
-

-1

(II)设X1,X2,...,Xn 为观测值,则

L(θ)=∏
n

i=1
f(xi;θ)= ∏

n

i=1

1
1-θ=

1
(1-θ)n

θ<xi <1,i=1,2,...,n

0 其他

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

两边同时取对数

lnL(θ)=-nln(1-θ),θ<xi <1,i=1,2,...,n,

对θ求导

dlnL(θ)
dθ =-n -1

1-θ=
n
1-θ>0

,

所以θ的最大似然估计值̂θ=min{Xi}.
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2014年全国硕士研究生入学统一考试

数学(一)试题详解

(1)【答案】(C).

【详解】(A).lim
x→¥

(x+sinx)=¥,所以y=x+sinx 无水平渐近线,又可知y=x+sinx

无垂直渐近线,又lim
x→¥

x+sinx
x =1,lim

x→¥

(x+sinx-x)=lim
x→¥
sinx 极限不存在,所以y=x+

sinx 无斜渐近线,

(B).lim
x→¥

(x2+sinx)=¥,所以y=x2+sinx无水平渐近线,又可知y=x2+sinx无垂直

渐近线,又lim
x→¥

x2+sinx
x =¥,极限不存在,所以y=x2+sinx 无斜渐近线,

(C).lim
x→¥

(x+sin
1
x
)=¥,所以y=x+sin

1
x

无水平渐近线,又可知y=x+sin
1
x

无垂

直渐近线,又lim
x→¥

x+sin
1
x

x =1,lim
x→¥

(x+sin
1
x-x)=lim

x→¥
sin1x=0

,所以y=x+sin
1
x

有斜

渐近线y=x,

 (D).lim
x→¥

(x2+sin
1
x
)=¥,所以y=x2+sin

1
x

无水平渐近线,又可知y=x2+sin
1
x

无垂直渐近线,又lim
x→¥

x2+sin
1
x

x =¥,极限不存在,所以y=x2+sin
1
x

无斜渐近线,

(2)【答案】(D)

【详解】g(x)=f(0)(1-x)+f(1)x,实质为一条连接 [0,f(0)],[1,f(1)]的直

线,所以当f″(x)≥0时,f(x)为凹的,由图形知,f(x)≤g(x)

(3)【答案】(D).

【详解】(A).应为∫
1

0
dx∫

1-x

0
f(x,y)dy+∫

0

-1
dx∫

1-x2

0
f(x,y)dy

(B).应为∫
1

0
dx∫

1-x

0
f(x,y)dy+∫

0

-1
dx∫

1-x2

0
f(x,y)dy
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(C).应为∫
π
2

0
dθ∫

1
cosθ+sinθ

0
f(rcosθ,rsinθ,y)rdr+∫

π

π
2

dθ∫
1

0
f(rcosθ,rsinθ,y)rdr

(4)【答案】(A).

【详解】实质为傅立叶级数,

a1=
1
π∫

π

-π
xcosxdx=0,b1=

1
π∫

π

-π
xsinxdx=2,

所以a1cosx+b1sinx=2sinx

(5)【答案】(B)

【详解1】利用行列式性质把此行列式化为拉普拉斯形式

0 a b 0

a 0 0 b

0 c d 0

c 0 0 d

=-

a b 0 0

c d 0 0

0 0 d c

0 0 b a

=- ad-bc( ) 2

【详解2】按第一列展开

0 a b 0

a 0 0 b

0 c d 0

c 0 0 d

=-a

a b 0

c d 0

0 0 d

-c

a b 0

0 0 b

c d 0

=-adad-bc( ) +bcad-bc( ) =-

ad-bc( ) 2

所以正确答案为 (B)

(6)【答案】(A)

【详解】 ①充分性

若向量组α1+kα3,α2+lα3 线性无关,令k=0,l=0,得α1,α2 线性无关

但α1,α2,α3 不一定线性无关,比如若α3=0时,α1,α2,α3 线性相关。

从而任意常数k,l,向量组α1+kα3,α2+lα3线性无关不是向量组α1,α2,α3线性无关的

充分条件。

②必要性

α1+kα3,α2+lα3( ) = α1,α2 α3( )

1 0

0 1

k l

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

令
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C= α1+kα3,α2+lα3( ) ,A= α1,α2 α3( ) ,B=

1 0

0 1

k l

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而C=AB

因为,向量组α1,α2,α3 线性无关,所以r(A)=3

所以,r(C)=r(AB)=r(B)=2

因此,对于任意常数k,l,向量组α1+kα3,α2+lα3 线性无关

所以正确答案为 (A).

(7)【答案】(B)

【详解】由随机事件A 与B 相互独立,可得

P(A-B)=P(A)-P(AB)=P(A)-P(A)P(B)=0.3

解得,P(A)=0.6所以,P(B-A)=P(B)-P(AB)=P(B)-P(A)P(B)=0.2

(8)【答案】D( )

【详解】

EY1=∫
+¥

-¥
y
1
2
[f1(y)+f2(y)]dy=

1
2 EX1+EX2( )

EY2=
1
2E
(X1+X2)=

1
2 EX1+EX2( )

从而EY1=EY2.

因为,随机变量X1 与X2 相互独立

所以,

DY2=
1
4D(X1+X2)=

1
4 DX1+DX2( )

EY1
2=∫

+¥

-¥
y2 1
2
[f1(y)+f2(y)]=

1
2 EX2

1+EX2
2( )

DY1=EY2
1- EY1( ) 2=

1
2 EX2

1+EX2
2( ) -

1
4 EX1+EX2( ) 2

=
1
2 DX1+DX2( ) +

1
4 EX1-EX2( ) 2

从而DY1 >DY2

(9)【答案】2x-y-z=1

【详解】

∂z
∂x =[2x(1-siny)-y2cosx] =2
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∂z
∂y =[-x2cosy+2y(1-sinx)] =-1,

所以切平面方程为2(x-1)-(y-0)-(z-1)=0,即2x-y-z=1

(10)【答案】1.

【详解】由f'(x)=2(x-1),x∈ [0,2] 可解得

f(x)=x2-x+c,x∈ [0,2]

又因为f(x)为奇函数,则f(0)=0  代入f(x)=x2-x+c,

解得,c=0;所以,f(x)=x2-x

另一方面,f(x)是周期为4的奇函数,则f(7)=f -1( ) =-f1( )

因此,f(7)=1

(11)【答案】y=xe2x+1 .

【详解】由xy'+y(lnx-lny)=0得

dy
dx
y
x

-lny
x =0,

令 y
x =u 得dy

dx=u+xdu
dx
,代入齐次方程得

u+xdu
dx

u -lnu=0,

整理得

du
u(lnu-1)=

dx
x
,

两边同时积分得

∫ du
u(lnu-1)=∫dx

x
,

所以lnlnu-1 =ln x +C ,即lnu=Cx+1,所以u=
y
x =eCx+1 ,

所以y=xeCx+1 ,又y(1)=e3,得C=2,所以y=xe2x+1

(12)【答案】π.

【详解】令x=cosθ,y=sinθ,得z=-sinθ,代入∮
L

zdx+ydz得

∫
2π

0
(sin2θ-sinθcosθ)dθ=π

(13)【答案】 -2,2[ ]

【详解】二次型的矩阵
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A=

1 0 a

0 -1 2

a 2 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而知其三个特征值之和为0

又因为其负惯性指数为1,所以 A ≤0,即 A =a2-4≤0⇒-2≤a≤2

(14)【答案】3
8n

【详解】EXi
2=∫

+¥

-¥
x2f(x)dx=∫

2θ

0
x22x
3θ2

dx=
8
3θ

2

从而E c∑
¥

n=1
Xi

2[ ] =cE ∑
¥

n=1
Xi

2[ ] =cn
8
3θ

2=θ2

解得,c=
3
8n

(15)【答案】1
2

【详解】

lim
x→+¥

∫
x

1
[t2(e

1
t -1)-t]dt

x2ln(1+
1
x
)

=lim
x→+¥

∫
x

1
[t2(e

1
t -1)-t]dt

x

=lim
x→+¥

x2(e
1
x -1)-x[ ] =lim

t→0+

1
t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

(et-1)-
1
t

é

ë
êê

ù

û
úú

=lim
t→0+

(et-1)-t
t2

é

ë
êê

ù

û
úú=
1
2

(16)【答案】f(u)=
1
4u

(e2u -1).

【详解】对y3+xy2+x2y+6=0两边关于x 求导得,3y2y'+y2+2xyy'+2xy+

x2y'=0,

得y'=-
2xy+y2

3y2+2xy+x2
,令y'=-

2xy+y2

3y2+2xy+x2=0得,y=0或y=-2x将,y=

0代入原方程矛盾,所以y=-2x,代入y3+xy2+x2y+6=0得x=1,此时y=-2,对

3y2y'+y2+2xyy'+2xy+x2y'=0

两边关于x 求导得,

6y(y')2+3y2y″ +2yy'+2(xy)'y'+2xyy″+2y+4xy'+x2y″=0

将x=1,y=-2,y'(1)=0代入上式得,y″(1)=
4
9
,所以x=1为y=f(x)以极小值
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点,极小值为y=-2

(17)【答案】f(u)=
1
4u

(e2u -1).

【详解】由于

∂z
∂x=f'(excosy)excosy,

∂z
∂y=-f'(excosy)exsiny,

所以

∂2z
∂x2=f″(excosy)e2xcos2y+f'(excosy)excosy,

∂2z
∂y2=f″(excosy)e2xsin2y-f'(excosy)excosy

所以

∂2z
∂x2+

∂2z
∂y2=f″(excosy)e2x =(4z+excosy)e2x

得

f″(excosy)=4z+excosy=4f(excosy)+excosy
所以f″(u)=4f(u)+u,对应的微分方程为y″-4y=x,为二阶非齐次线性微分方程,其齐

次通解为Y(x)= (C1+C2x)e2x ,非齐次特解为Y*(x)=ax+b 代入原微分方程得a=

-
1
4
,b=0,所以Y*(x)= -

1
4x
,所以非齐次通解y(x)= (C1+C2x)e2x -

1
4x
,由f(0)=

0,f'(0)=0,得C1=0,C2=
1
4
,所以y(x)=

1
4x
(e2x -1),即f(u)=

1
4u
(e2u -1).

(18)【答案】-4π.
【详解】由高斯公式,补面:z=1,x2+y2 ≤1取下侧,则

∬Σ
(x-1)3dydz+(y-1)3dzdx+(z-1)dxdy

=-∭
Ω

3(x-1)2+3(y-1)2+1[ ]dv-∬Σ1
(x-1)3dydz+(y-1)3dzdx+(z-

1)dxdy=-4π
(19)【详解】(1)因为

0≤
an

bn
=
cosan -cosbn

bn
≤
1-cosbn

bn
, lim

n→¥

1-cosbn

bn
=0

由夹逼准则,可得lim
n→¥

an

bn
=0

又因为∑
¥

n=1
bn 收敛,由比较判别法,可知∑

¥

n=1
an 收敛。因此,lim

n→¥
an =0
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(2)由lim
n→¥

1-cosbn

bn

bn
=
1
2
,∑

¥

n=1
bn 收敛,由比较判别法,∑

¥

n=1

1-cosbn

bn
收敛

而

an

bn
=
cosan -cosbn

bn
≤
1-cosbn

bn

所以,∑
¥

n=1

an

bn
收敛

(20)【详解】(Ⅰ)A=

1 -2 3 -4

0 1 -1 1

1 2 0 -3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 0 1

0 1 0 -2

0 0 1 -3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

从而同解方程组为

x1=-x4

x2=2x4

x3=3x4

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;所以方程组Ax=0的一个基础解系为α=

-1

2

3

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

(Ⅱ)令β1=

1

0

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,β2=

0

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,β1=

0

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,则

A︙β1,β2,β3( ) =

1 -2 3 -4 ︙ 1 0 0

0 1 -1 1 ︙ 0 1 0

1 2 0 -3 ︙ 0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 0 1 ︙ 2 6 -1

0 1 0 -2 ︙ -1 -3 1

0 0 1 -3 ︙ -1 -4 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

所以

Ax=β1 的一个特解为α1=

2

-1

-1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

;Ax=β2 的一个特解为α2=

6

-3

-4

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

;

Ax=β3 的一个特解为α3=

-1

1

1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷
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所以

B=

-k1+2 -k2+6 -k3-1

2k1-1 2k2-3 2k3+1

3k1-1 3k2-4 3k3+1

k1 k2 k3

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,k1,k2,k3 ∈R( )

(21)【详解】令

A=

1

1

︙

1

1

1

︙

1

…

…

…

1

1

︙

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

,B=

0

0

︙

0

0

0

︙

0

…

…

…

1

2

︙

n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

则

λE-A =

λ-1 -1 … -1

-1 λ-1 … -1

︙ ︙ ︙

-1 -1 … λ-1

=(λ-n)

1 1 … 1

0 λ … 0

︙ ︙ ︙

0 0 … λ

=λn-1(λ-n)=0

解得,λ1=λ2=…=λn-1=0,λn =n

因为AT =A ,即A 为实对称矩阵,所以A 可相似对角化,

即A ~Λ,其中Λ=

n-1

0

⋱

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

λE-B =

λ

0

︙

0

0

λ

︙

0

…

…

…

-1

-2

︙

λ-n

==λn-1(λ-n)=0

解得,λ1=λ2=…=λn-1=0,λn =n

当λ1=λ2=…=λn-1=0时,-B=

0

0

︙

0

0

0

︙

0

…

…

…

-1

-2

︙

-n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

→

0

0

︙

0

0

0

︙

0

…

…

…

1

0

︙

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷
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即r(-B)=1。所以λ1=λ2=…=λn-1=0对应n-1个线性无关的特征向量

从而B 可相似对角化,即B ~Λ,其中Λ=

n-1

0

⋱

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

所以A 与B 相似

(22)【详解】(Ⅰ)

FY y( ) =P Y ≤y{ }=P Y ≤y,X =1{ }+P Y ≤y,X +2{ }

=P Y ≤y/X =1{ }P X =1{ }+P Y ≤y/X =1{ }P X =2{ }

=
1
2 P Y ≤y/X =1{ }+P Y ≤y/X =1{ }[ ]

当y<0时,FY y( ) =0; 当0≤y<1时,FY y( ) =
1
2 y+

y
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
4y

当1≤y<2时,FY y( ) =
1
2 1+

y
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ; 当y≥2时,FY y( ) =1

所以

FY y( ) =

0, y<0

3
4y
, 0≤y<1

1
2 1+

y
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,1≤y<2

1, y≥2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(Ⅱ)由Y 的分布函数FY y( ) 得到概率密度为

f(y)=F'Y y( ) =

3
4
, 0≤y<1

1
4
, 1≤y<2

0, 其他

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

则E Y( ) =∫
+¥

-¥
yf(y)dy=∫

1

0
y
3
4dy+∫

2

1
y
1
4dy=

3
4

(23)【详解】(Ⅰ)由X 的分布函数F x( ) 得到概率密度为f x( ) =
2x
θe-

x2
θ ,x≥0

0,x<0

ì

î

í

ï
ï

ïï

E X( ) =∫
+¥

-¥
xf(x)dx=∫

+¥

0
x2xθe-

x2
θdx=

πθ
2
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E X2( ) =∫
+¥

-¥
x2f(x)dx=∫

+¥

0
x22x

θe-
x2
θdx=θ

(Ⅱ)最大似然函数为

L x1,x2,…,xn;θ( )

2
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

∏
n

i=1
xie-

1
θ∑

n

i=1
xi, x1,x2,…,xn ≥0

0, 其他

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

对于x1,x2,…,xn ≥0时,lnL(θ)=nln2-lnθ( ) +∑
n

i=1
lnxi-

1
θ∑

n

i=1
xi

对θ求导得  lnL'θ( ) =-
n
θ +

1
θ2∑

n

i=1
xi

令其等于0,得到θ的最大似然估计值̂θ=
1
n∑

n

i=1
xi

从而θ的最大似然估计量̂θ=
1
n∑

n

i=1
Xi

(Ⅲ)Êθ=E 1
n∑

n

i=1
Xi

2æ

è
ç

ö

ø
÷=EX2=θ

所以存在实数a=θ,使得对任何ε>0,都有lim
n→¥

P θ̂-a ≥ε( ) =0.
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2013年全国硕士研究生入学统一考试

数学(一)试题详解

(1)【答案】(D)

【详解】由于lim
x→0

x-arctanx
xk =lim

x→0

x-(x-
1
3x

3+o(x3))

xk =lim
x→0

1
3x

3

xk =c

   所以k=3,c=
1
3 .

(2)【答案】(A)

【详解】设

F(x,y,z)=x2+cosxy+yz+x

则

Fx(x,y,z)=2x-ysinxy+1,Fy(x,y,z)=-xsinxy+z,Fz(x,y,z)=y

所以Fx(0,1,-1)=1;  Fy(0,1,-1)=-1;  Fz(0,1,-1)=1

所以该曲面在点 (0,1,-1)处的切平面为x-(y-1)+(z+1)=0

即x-y+z=-2;故选(A).

(3)【答案】(C)

【详解】将函数f(x)奇延拓,得周期函数F(x),周期为2,则F(x)在点x=-
9
4

处

连续

所以

S(-
9
4
)=F(-

9
4
)=F(-

1
4
)=f(-

1
4
)=-f(

1
4
)=-

1
4
,

故选(C).

(4)【答案】(D)

【详解】利用格林公式可得
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Ii=∬
Di

(1-x2-
y2

2
)dxdy,其中i=1,2,3,4

利用二重积分的几何意义,比较积分区域以及被积函数在积分区域的正负.在区域

D1,D4 上,被积函数1-x2-
y2

2 >0.
则在D1,D4 上,积分区域大的积分值大.所以,I4 >

I1.在D4 外被积函数为负,所以I4 >I2,I4 >I3.因此正确答案为(D).

(5)【答案】(B)

【详解】由已知AB=C ,即

A b1,b2,…,bn( ) = c1,c2,…,cn( )

得Abi=ci(i=1,2,…,n),即C 的每一列向量可由A 的列向量组线性表示.

因为B 为可逆矩阵,从而A=CB-1 ;同理可得A 的每一列向量可由C 的列向量组线性

表示.

故A 的列向量组与C 的列向量组等价,正确选项为(B )

(6)【答案】(B)

【详解】由A=

1 a 1

a b a

1 a 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

为实对称矩阵,B=

2

b

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

为对角矩阵.

对称矩阵A 与B 相似的充分必要条件是特征值都相同.而B的特征值为2,b,0

由

A-λE =

1-λ a 1

a b-λ a

1 a 1-λ

=λ 2a2-(λ-2)(λ-b)[ ] =0

可得A 的特征值为2a2+2,b,0,从而a=0,b为任意实数,正确选项为(B )

(7)【答案】(A)

【详解】X1 ~N(0,1),X2 ~N(0,22),X3 ~N(5,32),

p1=P{-2<X1 <2}=P{|
X1-0
0 |<2}=Φ(2)-Φ(-2)=2Φ(2)-1;

p2=P{-2<X2 <2}=P{|
X2-0
0 |<1}=2Φ(1)-1;

p3=P{-2<X3 <2}=P{-
7
3 <

X3-5
3 <-1}=Φ(-1)-Φ(-

7
3
);

其中Φx( ) 为标准正态分布的分布函数.

根据标准正态分布概率密度的函数图图像的单调性及对称性可知,p1 >p2 >p3
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(8)【答案】(C)

【详解】根据F 分布的性质,X ~t(n)⇒X2 ~F(1,n),从而X2,Y 服从同一分布.由

(t)分

布概率密度函数图像的对称性,知

P{X >c}=P{X <-c}=α

故

P Y >C2{ }=P X2 >C2{ }

=P X >C 或X <-C{ }=P X >C{ }+P X <-C{ }=2α

(9)【答案】1

【详解】lim
n→¥

n(f(
1
n
)-1)=lim

n→¥

f(1n
)-1

1
n

=lim
n→¥

f(1n
)-f(0)

1
n

=f'(0)

对方程y-x=ex(1-y)两边关于x 进行求导得

y'=
(1-y)ex(1-y)+1
1+xex(1-y)

则y' x=0
y=1

=1  即f'(0)=1;

(10)【答案】y=C1e3x +C2ex -xex

【详解】根据题意可知,对应的齐次微分方程的2个线性无关的解为e3x,ex ,所以

齐次微分方程的通解为

y=c1e3x +c2ex

所以,非齐次通解

y=c1e3x +c2ex -xe2x

(11)【答案】2

【详解】

dy
dt=tcost,

dx
dt=cost;

dy
dx=

tcost
cost =t;

d2y
dx2 =

d
dx
(dy
dx
)=

d
dt
(t)·1dx

dt

=
1
cost

,

则

d2y
dx2 t=

π
4= 2

(12)【答案】ln2
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【详解】

∫
+¥

1

lnx
(1+x)2

dx=lim
t→+¥∫

t

1

lnx
(1+x)2

dx,

又

∫
t

1

lnx
(1+x)2

dx=-∫
t

1
lnxd( 11+x

)=-
lnx
1+x

t
1+∫

t

1

1
1+x

1
xdx

=-
lnt
1+t+∫

t

1
(1
x -

1
1+x

)dx=-
lnt
1+t+ln

x
1+x

t
1=-

lnt
1+t+ln

t
1+t +ln2

所以

∫
+¥

1

lnx
(1+x)2

dx=lim
t→+¥

(-
lnt
1+t+ln

t
1+t +ln2)=ln2

(13)【答案】-1

【详解】由已知Aij +aij =0,得Aij =-aij ,即A* =-AT

两边取行列式得

A* = -AT ⇒ A* =- A

又因为

A* = A n-1= A 2

从而 A 2=- A   解得,A =0,-1

由A* =-AT  得,ATA=- A E

若 A =0,则ATA=0,与已知A 为三阶非零矩阵相矛盾

故 A =-1

(14)【答案】1-w-1

【详解】根据指数分布的分布函数F(x)及条件概率公式,有

P{X ≤a+1|Y >a}=
P{a<Y ≤a+1}

P{Y >a} =
F(a+1)-F(a)
1-F(a) =1-e-1

(15)【详解】

∫
1

0

f(x)

x
dx=2∫

1

0
f(x)d x =2(xf(x)1

0-∫
1

0
xdf'(x))

=2f(1)-2∫
1

0
x·ln

(x+1)
x dx=-2∫

1

0

ln(x+1)

x
dx

=-4∫
1

0
ln(x+1)d x =-4(xln(x+1)1

0-∫
1

0

x
x+1

dx)

=-4ln2+4∫
1

0

2t2

t2+1
dt=-4ln2+8∫

1

0
(1-

1
t2+1

)dt
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=-4ln2+8(t-arctant)1
0=-4ln2+8-2π

(16)【详解】(I)由题意得

s'(x)=∑
¥

n=1
nanxn-1 ,

s″(x)=∑
¥

n=2
n(n-1)anxn-2=∑

¥

n=0

(n+1)(n+2)an+2xn-2

由于

an-2-n(n-1)an =0 (n≥2)

所以

an =(n+1)(n+2)an+2(n=0,1,2,…)

故

s″(x)=s(x)

(II)解微分方程s″(x)=s(x),其方程为二阶常系数齐次线性微分方程,其特征方程

r2-1=0

则

r1,2=±1

所以该微分方程的通解为

s(x)=C1e-x +C2ex

由

s(0)=a0=3,s'(0)=a1=1

得

C1+C2=3

-C1+C2=1{
解得,C1=1,C2=2 所以s(x)=e-x +2ex

(17)【详解】令

f'x =x2ex+y +f=0

f'y =ex+y +f=0{
解得

x=-1

y=-
2
3

ì

î

í

ï
ï

ïï

,
x=1

y=-
4
3

ì

î

í

ï
ï

ïï

又

f″xx =2xex+y +x2ex+y +fx ,f″xy =x2ex+y +fy ,f″xy =ex+y +fy
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则,在点 (-1,-
2
3
)处,

A=-e-
5
3 ,B=e-

5
3 ,C=e-

5
3

得AC-B2=-2e-
10
3 <0;所以此点不是极值点.

在点 (1,-
4
3
)处,

A=3e-
1
3 ,B=e-

1
3 ,C=e-

1
3

AC-B2=2e-
2
3 >0,且A >0所以此点是极小值点,极小值为f(1,-

4
3
)=-e-

1
3

(18)【详解】(Ⅰ)做辅助函数

F(x)=f(x)-x,x∈ [0,1]

由题意得F(x)在 [0,1]上连续,在 (0,1)可导,又f(x)是奇函数,所以f(0)=0,故

F(0)=f(0)-0

又f(1)=1,所以

F(1)=f(1)-1=0

故F(0)=F(1).由罗尔定理得在 (0,1)内至少存在一点ξ,使得F'(ξ)=0即f'(ξ)=

ξ
(Ⅱ)做辅助函数

G(x)=ex(f'(x)-1),x∈ [-1,1]

所以G(x)在 [-1,1]上连续,在 (-1,1)可导,

由(1)f'(ξ)=1知,G(ξ)=0

又f(x)是奇函数,所以f'(x)是偶函数.故f'(-ξ)=1

所以G(-ξ)=0=G(ξ).G(x)在 [-ξ,ξ]上满足罗尔定理,

所以在 (-ξ,ξ)上至少存在一点η使得G'(η)=0即

f″(η)+f'(η)=1

(19)【详解】(1)AB→={-1,1,1},

所以L :

x-1
-1 =

y
1=

z
1

设M(x,y,z)∈∑ ,对应于L 上的点M0(x0,y0,z) 则x2+y2=x2
0+y2

0

又
x0=1-z

y0=z{ 得Σ:x2+y2=(1-z)2+z2
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(2)显然x
-

=0,y
-

=0,z
-

=
∭
Ω

zdv

∭
Ω

dv
;

∭
Ω

dv=∫
2

0
dz ∬

x2+y2≤2z2-2z+1

dxdy=π∫
2

0
(2z2-2z+1)dz=

10
3π

∭
Ω

zdv=∫
2

0
zdz ∬

x2+y2≤2z2-2z+1

dxdy=π∫
2

0
(2z3-2z2+z)dz=

14
3π

故z
-

=
7
5 .

所以形心坐标为 0,0,75
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

(20)【详解】设矩阵

C=
x1 x2

x3 x4

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ,

则

AC=
1 a

1 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
x1 x2

x3 x4

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=
x1+ax3 x2+ax4

x1 x2

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

CA=
x1 x2

x3 x4

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
1 a

1 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

x1+x2 ax1

x3+x4 ax3

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

AC-CA=
x1+ax3 x2+ax4

x1 x2

æ

è

çç

ö

ø

÷÷-
x1+x2 ax1

x3+x4 ax3

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

=
-x2+ax3 -ax1+x2+ax4

x1-x3-x4 x2-ax3

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

由AC-CA=B ,得

-x2+ax3 =0

-ax1+x2 +ax4=1

x1 -x3-x4=1

x2-ax3 =b

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

此为4元非齐次线性方程组,欲使得矩阵C 存在,则此非齐次线性方程组必有解,从而

增广矩阵

A
-

=

0 -1 a 0 0

-a 1 0 a 1

1 0 -1 -1 1

0 1 -1 0 b

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

→

1 0 -1 -1 1

0 1 -a 0 0

0 0 0 0 b

0 0 0 0 1+a

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷
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所以当1+a=0,b=0,即a=-1,b=0时,非齐次线性方程组有解,存在矩阵C ,使得

AC-CA=B

又

A
-

→

1 0 -1 -1 1

0 1 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

所以

X =

x1

x2

x3

x4

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

=c1

1

-1

1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

+c2

1

0

0

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

+

1

0

0

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

=

c1+c2+1

-c1

c1

c2

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

所以

C=
c1+c2+1 -c1

c1 c2

æ

è

çç

ö

ø

÷÷(c1,c2 为任意实数)

(21)【详解】(Ⅰ)f(x1,x2,x3)=2α1x1+α2x2+α3x3( ) 2+ b1x1+b2x2+b3x3( ) 2

=2 x1,x2,x3( )

α1

α2

α3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

α1,α2,α3( )

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

+ x1,x2,x3( )

b1

b2

b3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

b1,b2,b3( )

x1

x2

x3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

=XT(2ααT)X +XT(ββT)=XT(2ααT +ββT)X

故二次型f 对应的矩阵A=2ααT +ββT

(Ⅱ)因为α,β正交且都为单位向量,即

βTα=0,αTβ=0,αTα=1,βTβ=1

故Aα= 2ααT +ββT( )α=2α

从而矩阵A 的其中一个特征值为λ1=2

同理可得Aβ= 2ααT +ββT( )β=β,即矩阵A 的其中一个特征值为λ2=1

又因为rααT( ) =1,rββT( ) =1 所以r A( ) =r2ααT +ββT( ) ≤2

从而矩阵A 的其中一个特征值为λ3=0

故若α,β正交且都为单位向量,二次型f 经正交变换后的标准形为2y2
1+y2

2

(22)【详解】(Ⅰ)由X 的概率分布函数

FX(+ ¥)=∫
+¥

-¥
f x( )dx=∫

3

0

1
ax2dx=1
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解得,a=9

由Y 的概率分布函数FY(y)=P Y ≤y{ } 可知,

当y<1,

FY(y)=0;当y≥2,FY(y)=1;

FY(y)=P{y≤y}=P{Y=1}+P{1<Y <y}

当1≤y<2,=P X ≥2{ }+P 1<X <y{ }

=P X ≥2{ }+P 1<X <y{ }=∫
3

2

1
9x

2dx+∫
y

1

1
9x

2dx=
1
27y3+18( ) .

所以,FY(y)=

0, y<1

1
27y3+18( ) , 1≤y<2

1, y≥2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(Ⅱ)由X 的概率分布函数

FX(x)=P X ≤x{ }=∫
x

-¥
f(t)dt=

0, x<0

1
27x

3, 1≤x<3

1, x≥3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

所以,FX y( ) =P X ≤y{ }=∫
y

-¥
f(t)dt=

0, y≤0

1
27y

3, 0≤y<3

1, y≥3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(23)【详解】(Ⅰ)令

EX =∫
+¥

-¥
xf(x;θ)dx=∫

+¥

0

θ2

x2e-
θ
xdx=θ=X

-

所以,θ矩估计量为X
-

.

(Ⅱ)似然函数

L(θ( ) =∏
n

i=1
f(xi;θ)=

θ2n

x1x2...xn( ) 3
e-θ∑

n

i=1

1
xi, xi >0

0, other

ì

î

í

ï
ï

ïï

当xi >0,令
dlnL(θ)

dθ =0,得θ=
2n

∑
n

i=1

1
xi

,所以θ的最大似然估计量为 2n

∑
n

i=1

1
Xi

.
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2012年全国硕士研究生入学统一考试

数学(一)试题详解

(1)【答案】(C)

【详解】lim
x→1

x2+x
x2-1

=lim
x→1

x
x-1=¥,有1条垂直渐近线;

lim
x→¥

x2+x
x2-1

=lim
x→¥

x
x-1=1,有1条水平渐近线;

(2)【答案】(A)

【详解】由已知f(0)=0,则

f'(0)=lim
x→0

f(x)-f(0)
x =lim

x→0

(ex -1)(e2x -2)…(enx -n)
x

=lim
x→0
(e2x -2)…(enx -n)=(-1)n-1(n-1)!

(3)【答案】(B)

【详解】由已知lim
x→0
y→0

f(x,y)
x2+y2 存在,又连续,则f(0,0)=0;且lim

x→0
y=0

f(x,0)-f(0,0)
x2 存

在,于是

lim
x→0
y=0

f(x,0)-f(0,0)
x =0,fx(0,0)=0,

同理可得fy(0,0)=0,

于是由可微定义

lim
x→0
y→0

f(x,y)-f(0,0)-f'x(0,0)x-f'y(0,0)y
x2+y2

=lim
x→0
y→0

f(x,y)

x2+y2
=0

于是,可微。应选(B).

(4)【答案】(D).

【详解】I1=∫
π

0
ex2sinxdx>0,

I2=∫
2π

0
ex2sinxdx=∫

π

0
ex2sinxdx-∫

π

0
e x+π( ) 2sinxdx=I1-∫

π

0
e x+π( ) 2sinxdx<0
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I3=∫
3π

0
ex2sinxdx=I2+∫

3π

2π
ex2sinxdx

=∫
π

0
ex2sinxdx-∫

π

0
e x+π( ) 2sinxdx+∫

π

0
e x+2π( ) 2sinxdx

=I1+∫
π

0
e x+2π( ) 2 -e x+π( ) 2( )sinxdx

(5)【答案】(C).

【详解】由α3+α4=
0
0
c5

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

必与α1 线性相关,从而α1,α3,α4 线性相关,故应选(C).

(6)【答案】(B).

【详解】由题设,

Q= α1+α2,α2,α3( ) = α1,α2,α3( )

1 0 0
1 1 0
0 0 1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

从而

Q-1AQ=
1 0 0
1 1 0
0 0 1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

-1

P-1AP
1 0 0
1 1 0
0 0 1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=
1 0 0
1 1 0
0 0 1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

-1 1 0 0
0 1 0
0 0 2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

1 0 0
1 1 0
0 0 1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=
1 0 0
0 1 0
0 0 2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

故应选(B).

(7)【答案】(A)

【详解】因为随机变量随机变量X 和Y 相互独立,且分别服从参数为1和参数为4的指

数分布,即

fX(x)=
e-x,x≥0
0,其他{    fY(y)=

4e-4y, y≥0

0, 其他{
所以X 和Y 的联合概率分布为:

f(x,y)=
4e-x-4y, x,y≥0

0, 其他{
则P(x<y)=∫

+¥

0
dx∫

+¥

x
4e-x-4ydy=

1
5

(8)【答案】(D)

【详解】设截成两段的长度分别为X 与Y ,则X+Y=1,即Y=1-X ,也就是说X 与Y

存在确定的线性关系,所以X 与Y 的相关系数的绝对值为1,而X 的系数小于0,则X 与Y



尽享收获的喜悦!

59   

的相关系数为-1.

(9)【答案】f(x)=ex

【详解】f''(x)+f'(x)-2f(x)=0的通解为C1e-2x +C2ex ;

f'(x)+f(x)=2ex 的通解为e-x(e2x +C),于是,函数为f(x)=ex .

(10)【答案】π
2

【详解】∫
2

0
x 2x-x2dx=∫

π

0
cost+1( )sin2tdt=

π
2

(11)【答案】1,1,1( )

【详解】
∂xy+

z
y

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂x =y,
∂xy+

z
y

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂y =x-
z
y2
,
∂xy+

z
y

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂z =
1
y
,梯度公式代入点

2,1,1( ) 可得出答案.

(12)【答案】3
12

【详解】投影到xoy 平面上,

∬
Σ

y2dS=∬
D

y2 3dxdy= 3∫
1

0
dy∫

1-y

0
y2dx=

3
12

(13)【答案】2.

【详解】

由α为三维单位向量,知矩阵ααT 的秩为1,特征值为1,0,0,从而E -ααT 特征值为

0,1,1.

由于E-ααT 为实对称矩阵,又实对称矩阵的秩等于非零特征值的个数,故E-ααT 的

秩为2.

(14)【答案】3
4

【详解】因为A 与C 互不相容,即AC=φ, 又因为A=AC+AC
-

所以AC
-

=A   从而ABC
-

=AB

则

P(AB C
-
)=

P(ABC)
P(C)

=
P(AB)
1-P(C)=

3
4

(15)【详解】令f x( ) =xln1+x
1-x+cosx-1-

x2

2
,则f0( ) =0
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f x( ) 为偶函数,我们只需证明0<x<1,f x( ) =xln1+x
1-x+cosx-1-

x2

2 >0

f'x( ) =ln
1+x
1-x+x 1

1+x+
1

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷-sinx-x,

f″x( ) =2
1

1+x+
1

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷+x -

1
1+x( ) 2

+
1

1-x( ) 2
æ

è
ç

ö

ø
÷-cosx-1

=
4

1-x2+x -
1

1+x( ) 2
+

1
1-x( ) 2

æ

è
ç

ö

ø
÷-cosx-1

由0<x<1可得,

4
1-x2 >4,x -

1
1+x( ) 2

+
1

1-x( ) 2
æ

è
ç

ö

ø
÷ >0,-2≤-cosx-1≤-1;

所以当0<x<1,f″x( ) >0.

因此,当0<x<1时f'x( ) 单调递增。而f'0( ) =0,所以f'x( ) >f'0( ) =0.

得出f x( ) 为增函数,又由f0( ) =0,得出 当0<x<1,

f x( ) =xln1+x
1-x+cosx-1-

x2

2 >0

即xln1+x
1-x+cosx>1+

x2

2

(16)【详解】令

f'x =e-
x2+y2
2 1-x2( ) =0

f'y =-xye-
x2+y2
2 =0{

解得

x=1,
y=0,{  x=-1.

y=0.{
A=f″xx =-xe-

x2+y2
2 1-x2( ) -2xe-

x2+y2
2 ,B=f″xy =-ye-

x2+y2
2 1-x2( ) ,

C=f″yy =xe-
x2+y2
2 -1+y2( )

分别把 x=1,
y=0,{ 和 x=-1.

y=0.{ 代入A,B,C中可知

x=1,
y=0,{

为函数的极大值点,极大值为e-
1
2

x=-1,
y=0,{

是极小值点,极小值为-e-
1
2

(17)【详解】利用比值法有
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lim
x→¥

an+1x2(n+1)

anx2n =lim
x→¥

4(n+1)2+4(n+1)+3
2(n+1)+1 ×

2n+1
4n2+4n+3

x2 =x2

令x2 <1得-1<x<1

当x=±1时,原级数=∑
¥

n=0

4n2+4n+3
2n+1

,但第n项的极限lim
n→¥

4n2+4n+3
2n+1 = ¥≠

0,所以当x=±1时,原级数不收敛,所以原级数的收敛域为 -1,1( ) 。

和函数

S(x)=∑
¥

n=0

4n2+4n+3
2n+1

x2n =∑
¥

n=0

(2n+1)2+2
2n+1

x2n =∑
¥

n=0

(2n+1)x2n +∑
¥

n=0

2
2n+1

x2n

令S1(x)=∑
¥

n=0

(2n+1)x2n

S1(x)=∑
¥

n=0

(2n+1)x2n = ∑
¥

n=0
x2n+1( )'=

x
1-x2
æ

è
ç

ö

ø
÷'=

1+x2

(1-x2)2

令S2(x)=∑
¥

n=0

2
2n+1

x2n

S2(x)=∑
¥

n=0

2
2n+1

x2n =
1
x∑

¥

n=0

2
2n+1

x2n+1

令S3(x)=∑
¥

n=0

2
2n+1

x2n+1,

S'3(x)=∑
¥

n=0
2x2n=

2
1-x2

S3(x)-S3(0)=∫
x

0

2
1-t2

dt=ln
1+x
1-x

,

S3(x)=ln
1+x
1-x

,

所以

S2(x)=
1
xS3(x)=

1
xln

1+x
1-x

所以

S(x)=S1(x)+S2(x)=
1+x2

(1-x2)2+
1
xln

1+x
1-x

, x≠0

4, x=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(18)【详解】设切点坐标为 (x0,y0),则由已知,L的切线为:

y-y0=k(x-x0),

其中k=
dy
dx= -sint

f'(t)
,
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由已知,切点与x轴交点为 (-
y0

k +x0,0),于是

(1+
1
k2
)y2

0 =1

cos2t(1+
f'2(t)
sin2t

)=1,f(t)=lnsect+tant -sint+C ,又f(0)=0,⇒C=0

于是,

f(t)=lnsect+tant( ) -sint

∫
+¥

0
ydx=∫

π
2

0
costf'(t)dt=∫

π
2

0
costtantsintdt=∫

π
2

0
sin2tdt=

π
4 .

(19)【详解】令C:x=0 0≤y≤2,则在C+L 上曲线积分(设其内部区域为D)可用

格林公式,所以

J=∫L
3x2ydx+ x3+x-2y( )dy=∫L+C

3x2ydx+ x3+x-2y( )dy-∫C
3x2ydx+

x3+x-2y( )dy =∬
D

dxdy+∫
2

0
-2y( )dy=

π
2-4

(20)【详解】(I)按照第一列展开,得

A =1+(-1)5a4=1-a4 .

(II)若Ax=β有无穷多解,则 A =0,即1-a4=0,解得a=1或a=-1.

当a=1时,

A
-

=

1 1 0 01

0 1 1 0-1

0 0 1 10

1 0 0 10

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

→

1 1 0 01

0 1 1 0-1

0 0 1 10

0 0 0 0-2

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

r(A)<r(A
-
),方程组Ax=β无解.

当a=-1时,

A
-

=

1 -1 0 01

0 1 -1 0-1

0 0 1 -10

-1 0 0 10

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

→

1 -1 0 01

0 1 -1 0-1

0 0 1 -10

0 0 0 00

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

方程组Ax=β有无穷多解,其通解为
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1

-1

0

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

+k

1

1

1

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,其中k为任意常数

(21)【详解】(I)对A 初等行变换,

A=

1 0 1

0 1 1

-1 0 a

0 a -1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

→

1 0 1

0 1 1

0 0 a+1

0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

由r(A)=r(ATA)=2,得a=-1.

(II)

ATA=

1 1 -1 -1

0 1 0 -1

1 0 -1 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1 0 1

0 1 1

-1 0 -1

0 -1 -1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

=

2 0 2

0 2 2

2 2 4

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

由ATA 的特征多项式

λE-ATA =

λ-2 0 -2

0 λ-2 -2

-2 -2 λ-4

=

λ-2 0 -2

-(λ-2)λ-2 -2

0 -2 λ-4

=(λ-2)

1 0 -2

-1 λ-2 -2

0 -2 λ-4

=(λ-2)

1 0 -2

0 λ-2 -4

0 -2 λ-4

=λ(λ-2)(λ-6)

得矩阵ATA 的特征值λ1=2,λ2=6,λ3=0.

当λ1=2时,解得 (2E-ATA)x=0的基础解系α1=(1,-1,0)T ;

当λ2=6时,解得 (6E-ATA)x=0的基础解系α2=(1,1,2)T ;

当λ3=0时,解得 (0E-ATA)x=0的基础解系α3=(1,1,-1)T ;

由于α1,α2,α3 已是正交向量组,只需单位化,

γ1=
1
2

1

-1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,γ2=
1
6

1

1

2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,γ3=
1
3

1

1

-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

令Q=γ1,γ2,γ3( ) ,经过正交变换x=Qy,二次型f(x1,x2,x3)=xT(ATA)x化成标

准形
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f(x1,x2,x3)=2y2
1+6y2

2.
(22)【详解】(I)

P(X =2Y)=P(X =0,Y=0)+P(X =2,Y=1)

由X 与Y 的联合概率分布可知:

P(X =0,Y=0)=
1
4
,P(X =2,Y=1)=,0

所以P(X =2Y)=P(X =0,Y=0)+P(X =2,Y=1)=
1
4+0=

1
4

(II)由X 与Y 的联合概率分布可知:

随机变量X,Y 以及XY 的分布律如下表所示:

X 0 1 2

P 1
2

1
3

1
6

Y 0 1 2

P 1
3

1
3

1
3

XY 0 1 2 4

P 7
12

1
3   0 1

12

所以

EX =0×
1
2+1×

1
3+2×

1
6=

2
3
;EX2=02×

1
2+12×

1
3+22×

1
6=1

EY=0×
1
3+1×

1
3+2×

1
3=1;EY2=02×

1
3+12×

1
3+22×

1
3=

5
3

EXY=0×
7
12+1×

1
3+2×0+4×

1
12=

2
3

则

DX =EX2-(EX)2=1-(
2
3
)
2

=
5
9
,DY=EY2-(EY)2=

5
3-12=

2
3

cov(X -Y,Y)=cov(X,Y)-cov(Y,Y)

=(EXY-EX·EY)-(EY2-EY·EY)

=(
2
3-

2
3×1)-(

5
3-1×1)

=-
2
3
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ρXY =
cov(X,Y)

DX ×DY
=
EXY-EX·EY

DX ×DY
=0

(23)【详解】(I)因为随机变量 X 与Y 相互独立且分别服从正态分布 N(μ,σ2)与

N(μ,2σ2)

所以Z=X -Y 也服从正态分布,

其中

EZ=E(X -Y)=EX -EY=μ-μ=0,

DZ=D(X -Y)=DX +DY=σ2+2σ2=3σ2

从而Z 服从N(0,3σ2).

则Z 的概率密度fZ(z)=
1
6πσ

e-
z2
6σ2

(II)Z1,Z2,…,Zn 在样本值为z1,z2,…,zn 的最大似然函数为:

L(z1,z2,…,zn;σ2)=∏
n

i=1

1
6πσ

e-
zi2
6σ2 =(6π)-

n
2·(σ2)-

n
2·e-

1
6σ2∑

n

i=1
zi2

两边同时取对数,有

lnL(σ2)=-
n
2ln
(6π)-

n
2ln
(σ2)-

1
6σ2∑

n

i=1
zi

2

令dlnL(σ2)
d(σ2) =-

n
2
·1
σ2+

1
6(σ2)2∑

n

i=1
zi

2=0,可得 σ2=
1
3n∑

n

i=1
zi

2

所以σ2 的最大似然估计为  σ̂2=
1
3n∑

n

i=1
Zi

2

(III)由(Ⅰ)知,Êσ2=
1
3n∑

n

i=1
E(Zi

2) 其中E(Zi
2)= E(Zi)[ ] 2+D(Zi)=3σ2

从而Êσ2=
1
3n∑

n

i=1
E(Zi

2)=
1
3n
·3σ2=σ2 所以σ2 为σ̂2 的无偏估计量.
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2011年全国硕士研究生入学统一考试

数学(一)试题详解

(1)【答案】(C)

【详解1】

在区间 [1,2]上,

f(1)+f(2)
2 =0,f(

1+2
2
)<0,

f(x)为凹函数;

在区间F'(x)=
k

1+x2-1上,

f(2)+f(3)
2 =0,f(

2+3
2
)<0,

f(x)为凹函数;

在区间 [3,4]上,

f(3)+f(4)
2 =0,f(

3+4
2
)>0,

f(x)为凸函数,

在点 1
3

左右函数凹凸性发生改变,所以点P 为拐点。

【详解2】原函数可看成y=p(x)(x-3)3

经计算可得

y″(3)=0,y‴(3)≠0,

所以 (3,0)是曲线的拐点。其他点不能满足充分条件。

【评注】判断 (x0,f(x0))为曲线拐点的充分条件:若y =f(x)在x =x0 处满足

f″(x0)=0,f‴(x0)≠0,则 (x0,f(x0))为y=f(x)的拐点。

(2)【答案】(C)

【详解】根据部分和数列无界,所以级数∑
¥

k=1
ak 发散,可知∑

¥

k=1
akxk 在x=1发散;
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x=-1时为交错级数,根据题意收敛,所以可判断收敛半径为 R =1,收敛域是

[-1,1)。

所以∑
n

k=1
ak (x-1)k 的收敛域为 x -1≤x-1<1{ },即x∈ [0,2)

(3)【答案】(A)

【详解】根据

zx =f'(x)lnf(y)=0

zy =
f(x)f'(y)

f(y) =0

ì

î

í

ï
ï

ïï

,

zxx =f″(x)lnf(y),zyy =
f(x)
f2(y)

[f″(y)f(y)-(f'(y))2],zxy =
f'(x)f'(y)

f(y)

对于 (0,0),

A=zxx(0,0)=f″(0)lnf(0),C=zyy(0,0)=f″(0),B=zxy(0,0)=0

根据题意可判断当f(0)>1,f″(0)>0时,点 (0,0)取得极小值.

(4)【答案】(B)

【详解】在区间 [0,π4
]上,

sinx<cosx<cotx,

又因为lnx 是增函数,所以

lnsinx<lncosx<lncotx,

由定积分比较大小的性质可知,应选(B)

(5)【答案】(D).

【详解】由初等变换及初等矩阵的性质易知P2AP1=E ,从而

A=P-1
2 P-1

1 =P2P-1
1 ,

答案应选(D).

(6)【答案】(D).

【详解】由 (1,0,1,0)T 是方程AX =0的一个基础解系,知r(A)=3,从而

r(A*)=1,A =0,

于是A*A= A E=0,即α1,α2,α3,α4 为A*X =0的解.

由α1+α3=0,知α1,α3 线性相关;由r(A)=3,知α2,α3,α4 线性无关,

又r(A*)=1,从而α2,α3,α4 为A*X =0的基础解系,故应选(D).

(7)【答案】(D).

【详解】由概率密度的性质知,概率密度必须满足

∫
+¥

-¥
f x( )dx=1,
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故由题知

∫
+¥

-¥
f1(x)F2(x)+f2(x)F1(x)[ ]dx=∫

+¥

-¥
dF1(x)F2(x)=F1(x)F2(x)+¥

-¥=1

故选择(D).

(8)【答案】(B).

【详解】由题易知,

当X <Y 时,U=Y,V=X ;

当X >Y 时,U=X,V=Y ;

当X =Y 时,U=Y,V=X ;

则都有EUV=EXY=EXEY ,故选择B.

(9)【答案】ln(2+1)

【详解】s=∫
π
4

0
1+tan2xdx=∫

π
4

0
secxdx=

1
2ln

1+sinx
1-sinx

π
4

0
=ln(2+1)

(10)【答案】e-xsinx

【详解】y=e-∫1dx(C+∫e-xcosxe∫1dxdx)=e-x(C+sinx),

由于y(0)=0,所以

y=e-xsinx
(11)【答案】2

【详解】∂F
∂x=

sin(xy)
1+(xy)2

y,
∂2F
∂x2 x=0,y=2=

d
dx
(sin(2x)
1+4x2

)x=0=2

(12)【答案】π

【详解】∮
L

xzdx+xdy+
y2

2dz=∬
∑
ydydz+xdzdx+dxdy=∬

∑

(1-x-y)dxdy

=∬
Dxy

(1-x-y)dxdy=∫
2π

0
dθ∫

1

0
(ρ-ρ2(cosθ-sinθ))dρ=π

(13)【答案】a=1.

【详解】本题实际上就是把二次型

x2+3y2+z2+2axy+2xz+2yz

正交变换化为y2
1+4z21,

二次型的矩阵为

1 a 1

a 3 1

1 1 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,秩为2.

由
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1 a 1

a 3 1

1 1 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 1

1 a 1

a 3 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 1

0 a-1 0

0 3-a 1-a

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

解得,a=1

(14)【答案】μ(μ2+σ2)

【详解】由题知X 与Y 的相关系数ρXY =0,即X 与Y 不相关.

在二维正态分布条件下,X 与Y 不相关与X 与Y 独立等价,

所以X 与Y 独立,则有

EX =EY=μ,DX =DY=σ2

EY2=DY+ EY( ) 2=μ2+σ2

E(XY2)=EXEY2=μ(μ2+σ2)

(15)【分析】此极限是“1¥”型,用取对数的方法

【详解】lim
x→0

ln(1+x)
x

é

ë
êê

ù

û
úú

1
ex-1

=lim
x→0

e
1

ex-1ln
ln(1+x)

x[ ] =elimx→0
1

ex-1
ln(1+x)

x -1( )

=elimx→0
ln(1+x)-x

x2 =elimx→0
-x

2x(1+x)=e-
1
2

(16)【详解】由于g(x)可导且在x=1处取得极值,故必有g'(1)=0.

由题又知

∂z
∂x=f'1·y+f'2·yg'(x),

所以

∂z
∂x x=1=f'1(y,y)·y

故

∂2z
∂x∂y=

d
dy

∂z
∂x x=1
æ

è
ç

ö

ø
÷=

d
dy f'1(y,y)·y( ) = f″11(y,y)+f″11(y,y)[ ]y+f'1(y,y)

所以

∂2z
∂x∂y =f″11(1,1)+f″12(1,1)+f'1(1,1)

(17)【详解】令F(x)=karctanx-x,有F(0)=0,

因为F(x)为奇函数,故只考虑x>0部分。

F'(x)=
k

1+x2-1,

当k≤1,F'<0,当x>0,方程无实根
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当k>1时,F(x)先增后减,而到正无穷时,F(x)趋于负无穷,所以有一个正根

故当k≤1,方程只有一个实根

当k>1时,方程有三个不同实根。

(18)①【详解1】转化为函数不等式,先证明0<x≤1,有
x

x+1<
ln(1+x)<x。

设f(x)=ln(1+x)-x,则当0<x≤1时,有

f'(x)=
1

1+x-1<0

f(x)单调减少,故f(x)<f(0)=0,所以ln(1+x)<x;

设g(x)=ln(1+x)-
x
1+x

,当0<x≤1时,有

g'(x)=
x

(1+x)2 >
0,

g(x)单调增加,故g(x)>g(0)=0,所以ln(1+x)>
x
1+x

;

故0<x≤1,有
x

x+1<
ln(1+x)<x 成立。

令x=
1
n
,即有 1

n+1<
ln(1+

1
n
)<

1
n

成立。

【详解2】设f(x)=ln(1+x),在 [0,x]上应用拉格朗日中值定理,有

f(x)-f(0)=
1
1+ξ

(x-0),0<ξ<x

即ln(1+x)=
x
1+ξ

,又0<ξ<x,有 x
1+x <

x
1+ξ

<x,于是,

x
x+1<

ln(1+x)<x,

令x=
1
n
,即有 1

n+1<
ln(1+

1
n
)<

1
n

成立。

②【详解】由题设,考查

an+1-an =
1

n+1-ln(n+1)+lnn=
1

n+1-ln(1+
1
n
)<0,

故数列 an{ } 为单调递减数列;

又由①可知,

1
n+1<

ln(1+
1
n
),

故
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an =1+
1
2+...+

1
n -lnn>ln(1+

1
1
)+ln(1+

1
2
)+...+ln(1+

1
n
)-lnn

=ln(
1
n
2
1
3
2...n+1

n
)

=ln
n+1
n >0

所以,由单调有界数列收敛准则知,数列 an{ } 收敛。

(19)【详解】根据二重积分的计算

∬
D

xyf″xy(x,y)dxdy=∫
1

0
x∫

1

0
yf″xy(x,y)dy( )dx

∫
1

0
yf″xy(x,y)dy=∫

1

0
ydf'x(x,y)= yf'x(x,y)( ) y=1

y=0-∫
1

0
f'x(x,y)dy

=f'x(x,1)-∫
1

0
f'x(x,y)dy=-∫

1

0
f'x(x,y)dy

则 原式=∫
1

0
x -∫

1

0
f'x(x,y)dy( )dx=-∫

1

0∫
1

0
xf'x(x,y)dx( )dy

=-∫
1

0∫
1

0
xf'x(x,y)dx( )dy=-∫

1

0∫
1

0
xdf(x,y)( )dy

=-∫
1

0
xf(x,y)( ) x=1

x=0-∫
1

0
f(x,y)dx( )dy

=-∫
1

0
f(1,y)-∫

1

0
f(x,y)dx( )dy=∬

D

f(x,y)dxdy=a

(20)【详解】(I)易知α1,α2,α3线性无关,由其不能被β1,β2,β3线性表出,得到β1,β2,β3
线性相关,从而r(β1,β2,β3)<3.

由

1 1 3

1 2 4

1 3 a

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 3

0 1 1

0 2 a-3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 1 1

0 1 1

0 0 -5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

得a=5.

(II)

由         

1 0 1 1 1 3

0 1 3 1 2 4

1 1 5 1 3 5

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 1 1 1 3

0 1 3 1 2 4

0 1 4 0 2 2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

→

1 0 1 1 1 3

0 1 3 1 2 4

0 0 1 -1 0 -2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1 0 0 2 1 5

0 1 0 4 2 10

0 0 1 -1 0 -2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
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得        β1 β2 β3( ) = α1 α2 α3( )

2 1 5

4 2 10

-1 0 -2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(21)【详解】(I)易知特征值-1对应的特征向量为

1

0

-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,特征值1对应的特征向量为

1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.由r(A)=2知A的另一个特征值为0.因为实对称矩阵不同特征值对应的特征向量正

交,从而特征值0对应的特征向量为

0

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

(II)

由

A=

1 1 0

0 0 1

-1 1 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-1 0 0

0 1 0

0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1 1 0

0 0 1

-1 1 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-1

得

A=

0 0 1

0 0 0

1 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(22)【详解】(Ⅰ)由于P(X2=Y2)=1,即

P(X =0,Y=0)+P(X =1,Y=-1)+P(X =1,Y=1)=1

则有

P(X =1,Y=0)=P(X =0,Y=-1)=P(X =0,Y=1)=0

P(X =0,Y=0)=P(Y=0)-P(X =1,Y=0)=
1
3

P(X =1,Y=-1)=P(Y=-1)-P(X =0,Y=-1)=
1
3

P(X =1,Y=1)=P(Y=1)-P(X =0,Y=1)=
1
3

所以 (X,Y)的概率分布为
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X Y -1 0 1

0 0 1
3 0

1 1
3 0 1

3

(Ⅱ)易知随机变量Z 的可能取值为-1,0,1,则有

P(Z=1)=P(X =1,Y=1)=
1
3

P(Z=-1)=P(X =1,Y=-1)=
1
3

P(Z=0)=1-P(Z=1)-P(Z=-1)=
1
3

故Z=XY 的概率分布为

Z -1 0 1

P 1
3

1
3

1
3

(Ⅲ)由(Ⅰ)和(Ⅱ)知

E(XY)=EZ=(-1)×
1
3+1×

1
3=0

EX =
2
3

EY=(-1)×
1
3+1×

1
3=0

故有

Cov(X,Y)=E(XY)-EXEY=0,

所以ρXY =0

(23)【详解】(Ⅰ)由题知,最大似然函数为

L(σ2)=∏
n

i=1

1
2πσ

e-
(xi-μ0)2
2σ2 =(2π)-

n
2·(σ2)-

n
2·e-

1
2σ2∑

n

i=1
(xi-μ0)2
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两边同时取对数,有

lnL(σ2)=-
n
2ln
(2π)-

n
2ln
(σ2)-

1
2σ2∑

n

i=1

(xi-μ0)2

令dlnL(σ2)
d(σ2) =-

n
2
·1
σ2+

1
2(σ2)2∑

n

i=1

(xi-μ0)2=0,可得

σ2=
1
n∑

n

i=1

(xi-μ0)2

所以σ2 的最大似然估计为

σ̂2=
1
n∑

n

i=1

(Xi-μ0)2

(Ⅱ)由(Ⅰ)知,

Êσ2=
1
n∑

n

i=1
E (Xi-μ0)2=σ2

由于Xi ~N(μ0,σ2)(i=1,2,…,n),则有

Xi-μ0

σ ~N(0,1)(i=1,2,…,n),

所以

∑
n

i=1

(Xi-μ0

σ
)
2

~χ2(n)

则D ∑
n

i=1

(Xi-μ0

σ
)
2

é

ë
êê

ù

û
úú=2n

故

D̂σ2=D σ2

n∑
n

i=1

(Xi-μ0

σ
)
2

é

ë
êê

ù

û
úú=

σ4

n2D ∑
n

i=1

(Xi-μ0

σ
)
2

é

ë
êê

ù

û
úú=
2σ4

n
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2010年全国硕士研究生入学统一考试

数学(一)试题详解

(1)【答案】(C)

【详解】

lim
x→¥

x2

(x-a)(x+b)
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=lim
x→¥

eln
x2

(x-a)(x+b)( ) x =lim
x→¥

ex x2
(x-a)(x+b)-1( )

=lim
x→¥

ex a-b( ) x+ab
(x-a)(x+b)( ) =lim

x→¥
e

a-b( ) x2+abx
(x-a)(x+b) =ea-b

(2)【答案】(B).

【详解】等式两边求全微分得:

(F'1ux +F'2vx)dx+(F'1uy +F'2vy)dy+(F'1uz +F'2vz)dz=0,

所以有,

∂z
∂x=-

F'1ux +F'2vx

F'1uz +F'2vz
,∂z
∂y=-

F'1uy +F'2vy

F'1uz +F'2vz
,

其中,

ux =-
y
x2
,uy =

1
x
,uz =0,vx =-

z
x2
,vy =0,vz =

1
x
,

代入即可。

(3)【答案】(D)

【详解】显然x=0,x=1是两个瑕点,有

∫
1

0

m
ln2(1-x)

n
x

dx=∫
1
2

0

m
ln2(1-x)

n
x

dx+∫
1

1
2

m
ln2(1-x)

n
x

dx

对于∫
1
2

0

m
ln2(1-x)

n
x

dx 的瑕点x=0,当x→0+ 时

m
ln2(1-x)

n
x

=ln
2
m(1-x)x-

1
n 等价于 (-1)

2
mx

2
m-

1
n ,

而∫
1
2

0
x

2
m-

1
ndx 收敛(因m,n 是正整数 ⇒ 2m -

1
n >-1),故∫

1
2

0

m
ln2(1-x)

n
x

dx 收敛;
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对于∫
1

1
2

m
ln2(1-x)

n
x

dx 的瑕点x=1,当x∈ (1-δ,1)(0<δ<
1
2
)时

m
ln2(1-x)

n
x

<2
1
nln

2
m(1-x)<2

1
n (1-x)

2
m ,而∫

1

1
2

(1-x)
2
mdx 显然收敛,

故∫
1

1
2

m
ln2(1-x)

n
x

dx 收敛。所以选择(D).

(4)【答案】(D)

【详解】

lim
x→¥∑

n

i=1
∑
n

j=1

n
(n+i)(n2+j2)

=lim
n→¥∑

n

i=1

1

(1+
i
n
)

1
n∑

n

j=1

1

(1+(jn
)
2

)

1
n

=∫
1

0
dx∫

1

0

1
(1+x)(1+y2)dy

(5)【答案】(A)

【详解】由于AB=E 所以R(AB)=m

又

R(AB)=m ≤min(R(A),R(B)),

即

R(A)≥m,R(B)≥m

而R(A)≤m,R(B)≤m

所以

R(A)=m,R(B)=m

(6)【答案】(D).

【详解】设A 的特征值为r,因为A2+A=0所以λ2+λ=0

即

λ(λ+1)=0⇒λ=0或λ=-1

又因为R(A)=3,A 必可相似对角化,且对角阵的秩也是3.

所以λ=-1是三重特征根

故

A ~

-1

-1

-1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷
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所以正确答案为(D)

(7)【答案】(C).

【详解】P{x=1}=F(1)-F(1-0)=1-e-1-
1
2=

1
2-e-1 .所以选(C)

(8)【答案】(A)..

【详解】由概率密度的性质∫
+¥

-¥
f(x)dx=1,有

a∫
0

-¥
f1(x)dx+b∫

3

0
f2(x)dx=1⇒

1
2a+

3
4b=1⇒2a+3b=4

所以选A.

(9)【答案】0.

【详解】

dy
dx=

y't( )

x't( )
=
ln1+t2( )

-e-t

d2y
dx2 =

d
dx

dy
dx
æ

è
ç

ö

ø
÷=

d
dt

dy
dx
æ

è
ç

ö

ø
÷
dt
dx=

ln1+t2( )

-e-t
æ

è
ç

ö

ø
÷' 1

x't( )

=-

2t
1+t2

e-t+ln1+t2( )e-t

e-t( ) 2
×
1

-e-t =e2t(
2t
1+t2+ln(1+t2))

故

d2y
d2x 0=0

(10)【答案】.-4π

【详解】令 x =t,原式为

2∫
π

0
t2costdt=2t2sint|π

0-∫
π

0
2tsintdt( ) =-4∫

π

0
tsintdt

=4tcost|π
0-∫

π

0
costdt( ) =-4π

(11)【答案】0.

【详解】令

L1:
x=t

y=1+t{ -1≤t≤0  L2:
x=t

y=1-t{ 0≤t≤1

则

∫L
xydx+x2dy =∫L1

xydx +x2dy +∫L2
xydx +x2dy =∫

0

-1
t1+t( ) +t2dt+
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∫
1

0
t1-t( ) -t2dt=

2
3t

3+
t2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
-1++

t2

2-
2
3t

3æ

è
ç

ö

ø
÷

1
0=0

(12)【答案】2
3 .

【详解】z
-

=
∭
Ω

zdxdydz

∭
Ω

dxdydz
=
∫

2π

0
dθ∫

1

0
rdr∫

1

r2
zdz

∫
2π

0
dθ∫

1

0
rdr∫

1

r2
dz

=

π
3
π
2

=
2
3

(13)【答案】α=6.

【详解】由题意知向量组α1,α2,α3 线性相关,而其中两个向量线性无关,所以

R(α1,α2,α3)=2,

即

1 1 2

2 1 1

-1 0 1

0 2 α

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

r2-2r1

r3+r1
→

1 1 2

0 -1 -3

0 1 3

0 2 α

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

r3+r2

r4+2r2
→

1 1 2

0 -1 -3

0 0 0

0 0 α-6

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

所以

α-6=0

即

α=6

(14)【答案】2.

【详解】由概率密度的性质∑
¥

k=0
P{X =k}=1,有

∑
¥

k=0

C
k! =1⇒C=e-1

即P{X =k}=
e-1

k!
,k=0,1,2,… 为参数为1的泊松分布,则有

EX =1,DX =1⇒EX2=DX +(EX)2=2

(15)【详解】齐次方程y″-3y'+2y=0的特征方程为

λ2-3λ+2=0

由此得

λ1=2,λ2=1.

对应齐次方程的通解为

y=C1e2x +C2ex
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设非齐次方程的特解为y= Ax+B( )xex 代入原方程得A =-1,B =-2从而所求

解为

y=C1e2x +C2ex +(-x2-2x)ex

(16)【详解】由

f'(x)=2x∫
x2

1
e-tdt=0,

可得,x=0,±1

在区间 -1,0( ) ,(1,+ ¥),f'(x)≥0,函数单增

在区间 - ¥,-1( ) ,(0,1),f'(x)≤0,函数单减。

所以,极小值为f1( ) =f -1( ) =0极大值为f(0)=1-
2
e

所以,单增区间 -1,0( ) ,1,¥( ) ,单减区间 - ¥,-1( ) ,0,1( )

(17)【详解】令ft( ) =ln1+t( ) -t

当0≤t≤1时,

f't( ) =
1
1+t-1≤0

故当0≤t≤1时

ft( ) ≤f0( ) =0

即0≤t≤1时

0≤ln1+t( ) ≤t≤1

从而 ln1+t( )( ) n ≤tn(n=1,2,…)又由 lnt ≥0

得∫
1

0
lnt ln(1+t)[ ] ndt≤∫

1

0
tn lntdt(n=1,2,…)

∫
1

0
lnttndt=-∫

1

0
lnt( )tndt=- lnt( )

1
n+1

tn+1 1
0+∫

1

0

1
n+1

tndt=
1

n+1( ) 2

lim
n→¥∫

1

0
lnttndt=0 Mn ≥0

由夹逼定理得

lim
n→¥∫

1

0
lnt ln(1+t)[ ] ndt=0

(18)【详解】

因为

lim
n→¥

un+1

un
=lim

n→¥

x2n+2 2n-1( )

x2n 2n+1( )
=x2 ,
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所以当x2 <1即 -1<x <1时,原幂级数绝对收敛;当x =±1时,级数为 ∑
¥

n=1

(-1)n-1

2n-1
,显然收敛,故原幂级数的收敛域为 [-1,1]。

因为

∑
¥

n=1

(-1)n-1

2n-1
x2n =x∑

¥

n=1

(-1)n-1

2n-1
x2n-1

设

∑
¥

n=1

(-1)n-1

2n-1
x2n-1=f(x),x∈ -1,1( )

则

f'x( ) =∑
¥

n=1

(-1)n-1x2 n-1( ) =
1

1+x2

因为f0( ) =0,所以

f x( ) =∫
x

0
f't( )dt+f0( ) =arctanx

从而

s(x)=xarctanx,x∈ -1,1[ ]

收敛域x∈ [-1,1],和函数

s(x)=xarctanx

(19)【详解】(1)切平面法向量

Fx =2x,Fy =2y-z,Fz =2z-y,

因与xOy面垂直,

所以

2x×0+(2y-z)×0+(2z-y)×1=0⇒z=
y
2

所以轨迹为

x2+y2+z2-yz=1

y=2z{
(2)dS= 1+z2x +z2ydxdy=

4x2+5y2+5z2-8yz
2z-y

dxdy

原式=∬
Dxy

x+ 3dxdy,Dxy ={(x,y)x2+
3
4y

2 ≤1}=∬
Dxy

xdxdy+∬
Dxy

3dxdy

=0+ 3·π·1·2
3

=2π
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(20)【详解】(Ⅰ)由题意知,Ax=b的增广矩阵为

A
-

=(A︙b)=

λ 1 1 ︙ a

0 λ-1 0 ︙ 1

1 1 λ ︙ 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

«r1↔r3

1 1 λ ︙ a

0 λ-1 0 ︙ 1

λ 1 1 ︙ 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r3-λr1
→

1 1 λ ︙ a

0 λ-1 0 ︙ 1

0 1-λ 1-λ2 ︙ a-λ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r3+r2
→

1 1 λ ︙ a

0 λ-1 0 ︙ 1

0 0 1-λ2 ︙ a+1-λ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

Ax=b有2个不同的解,则

R(A
-
)=R(A)<3

得,

1-λ2=0,a+1-λ=0

解得

λ=1或λ=-1,a+1-λ=0

得,

a=λ-1

但λ=1时R(A)=1<R(A
-
)=2,方程组Ax=b无解

所以

λ=-1,a=λ-1

(Ⅱ)由(Ⅰ)知,

A
-

→

1 1 -1 ︙ 1

0 -2 0 ︙ 1

0 0 0 ︙ 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

等价方程组为

x1+x2-x3=1

-2x2=1{
∵R(A)=R(A

-
)=2

∴ 对应齐次线性方程组Ax=0的基础解系含1个解向量,即
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α=

1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

Ax=b的一个特解为

β=

5
2

-
1
2

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

Ax=b的通解为k

1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
+

5
2

-
1
2

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

(其中k为任意常数)。

(21)【详解】

(Ⅰ)由题意知QTAQ=Λ,其中

Λ=

1

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,则

A=QΛQT

设Q 的其他任一列向量为

x1, x2, x3( ) T

Q 为正交矩阵,所以

x1, x2, x3( )

2
2

0

2
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

=0⇒
2
2x1+

2
2x3=0

即x1+x3=0,其基础解系含2个线性无关的解向量,即为

α1=

-1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,α2=

0

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
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把α1 单位化得

β1=
1
2

-1

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=

-
2
2

0

2
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

则

Q=

-
2
2 0 2

2

0 1 0

2
2 0 2

2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

=
2
2

-1 0 1

0 2 0

1 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

所以

A=QΛQT =
1
2

-1 0 1

0 2 0

1 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-1 0 1

0 2 0

1 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

=

1
2 0 -

1
2

0 1 0

-
1
2 0 1

2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

(II)证明:由

(A+E)T =AT +E=A+E
得A+E 为实对称矩阵

又A 的特征值为1,1,0;所以,A+E 的特征值为2,2,1,都大于0.

因此A+E 为正定矩阵。

(22)【详解】由概率密度的性质∫
+¥

-¥∫
+¥

-¥
f(x,y)dxdy=1,可知

∫
+¥

-¥∫
+¥

-¥
Ae-2x2+2xy-y2dxdy=A∫

+¥

-¥
e-x2dx∫

+¥

-¥
e-(x-y)2dy=1

又知∫
+¥

-¥
e-x2dx= π ,有

∫
+¥

-¥
e-x2dx∫

+¥

-¥
e-(x-y)2dy= π· π =π

所以A=
1
π
,即f(x,y)=

1
πe

-2x2+2xy-y2

X 的边缘概率密度为

fX(x)=
1
πe

-x2∫
+¥

-¥
e-(x-y)2dy=

1
πe

-x2· π =
1
π
e-x2,- ¥<x<+ ¥
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fY X(y x)=
f(x,y)
fX(x)=

1
πe

-2x2+2xy-y2

1
π
e-x2

=
1
π
e-(x-y)2,- ¥<x<+ ¥,- ¥<y<+ ¥

(23)【详解】由题知 N1,N2,N3 分别服从二项分布B(n,1-θ),B(n,θ-θ2),B(n,

θ2),则有

EN1=n(1-θ),EN2=n(θ-θ2),EN3=nθ2

ET=E(∑
3

i=1
aiNi)=∑

3

i=1
aiENi=a1n(1-θ)+a2n(θ-θ2)+a3nθ2=θ

解得

a1=0

a2=
1
n

a3=
1
n

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

即

T=∑
3

i=1
aiNi=

N2+N3

n =
n-N1

n =1-
N1

n

DT=D(1-
N1

n
)=
1
n2DN1=

1
n2×n(1-θ)θ=

(1-θ)θ
n
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2009年全国硕士研究生入学统一考试

数学(一)试题详解

(1)【答案】(A)

【详解】lim
x→0

x-sinax
x2ln(1-bx)=

lim
x→0

x-sinax
x2(-bx)=

lim
x→0

1-acosx
-3bx2 =lim

x→0

a2sinax
-6bx

   =lim
x→0

a2sinax

-
6b
a .ax

=-
a3

6b=1

解得,a3=-6b意味选项(B),(C)错误.

再由lim
x→0

=
1-acosax

-3bx2 存在,故有1-acosax→0(x→0),故a=1,(D)错误,所以选

(A).

(2)【答案】(A)

【详解】本题利用二重积分区域的对称性及被积函数的奇偶性.D2,D4 关于x轴对

称,而-ycosx 即被积函数是关于y的奇函数,所以I2 =I4;D1,D3 两区域关于y轴对

称,ycos(-x)=ycosx 即 被 积 函 数 是 关 于 x 的 偶 函 数,由 积 分 的 保 号 性,I1 =

2 ∬
{(x,y)|y≥x,0≤x≤1}

ycosxdxdy>0,I3=2 ∬
{(x,y)|y≤-x,0≤x≤1}

ycosxdxdy<0,所以正确答案为A.

(3)【答案】(D)

【详解】考查函数与其变限积分函数的关系、函数与其导函数之间的关系,变限积

分函数的性质(两个基本定理),定积分的几何意义.由y=f(x)的图形可见,其图像与

x 轴所围的图形的代数面积应为函数F(x),由于f(x)有第一类间断点,F(x)只能

为连续函数,不可导.

x∈ (-1,0)时,f(x)>0且为常数,应有F(x)单调递增且为直线函数.

x∈(0,1)时,f(x)<0,F(x)≤0,且单调递减.x∈(1,2)时,f(x)>0,F(x)单调

递增.x∈ (2,3)时,f(x)=0,F(x)为常值函数.正确选项为(D).

(4)【答案】(C)
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【详解1】

∑
¥

n=1
bn 收敛,则lim

n→¥
|bn|=0,又lim

n→¥
|an|=0,必存在N,使当n>N 时|bn|<

1
2

且

|an|<
1
2
(极限的有界性!),a2

nb2n <|bn|,立即由正项级数的比较判别法得到:

当∑
¥

n=1
bn 收敛时,∑

¥

n=1
|a2

nb2n 收敛.应选(C).

【详解2】

反例:对A取an =bn =(-1)n
1
n
,对B取an =bn =

1
n
,对D取an =bn =

1
n .

(5)【答案】(A)

【详解】由基a1,
1
2a2,

1
3a3 到a1+a2,a2+a3,a3+a1 的过渡矩阵满足

(a1+a2,a2+a3,a3+a1)= a1,
1
2a2,

1
3a3

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 0 1

2 2 0

0 3 3

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

所以此题选(A).

(6)【答案】(B)

【详解】由于分块矩阵
0 A

B 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 的行列式

0A

B0
=(-1)2×2|A||B|=2×3=6,即分块

矩

阵可逆,根据公式C* =|C|C-1 ,

0 A

B 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

*

=
0A

B0

0 A

B 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

-1

=6
0 B-1

A-1 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=6

0 1
B B*

1
A A* 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

=6
0 1

3B
*

1
2A* 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

=
0 2B*

3A* 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,

故答案为(B).

(7)【答案】(C)

【详解】因为

F(x)=0.3Φ(x)+0.7Φ
x-1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷
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所以

F'(x)=0.3φ(x)+
0.7
2φ

x-1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=0.3

1
2π

e-
x2
2 +0.7

1
2 2π

e-
(x-1)2
2×22 ,

由于 1
2π

e-
x2
2 是N 0,1( ) 的概率密度函数,故其期望值为0,

1
2 2π

e-
(x-1)2
2×22 是N 1,22( ) 的概率密度函数,其期望值为1,所以

EX =∫
+¥

-¥
xF'(x)dx=0.3×0+0.7×1=0.7

(8)【答案】(B)

【详解】Fz(z)=P(XY≤z)=P(XY≤z|Y=0)P(Y=0)+P(XY≤z|Y=1)P(Y=

1)

=
1
2
[P(XY ≤z|Y=0)+P(XY ≤z|Y=1)]

=
1
2
[P(X.0≤z|Y=0)+P(XY ≤z|Y=1)]

由于X,Y独立.Fz(z)=
1
2
[P(X.0≤z)+P(X ≤z)].

若z<0,则Fz(z)=
1
2Φ
(z),

若z≥0,则Fz(z)=
1
2
(1+Φ(z))

z=0为间断点,故选(B)

(9)【答案】xf″12+f'2+xyf″22

【详解】∂z
∂x=f'1+f'2.y,

∂2z
∂x∂y=xf″12+f'2+xyf″22

(10)【答案】y=-xex +x+2

【详解】由y=(C1+C2)ex ,得二阶常系数线性齐次微分方程y″+ay'+by=0的特

征值

λ1=λ2=1,故a=2,b=1,

要求解的微分方程为

y″-2y'+y=x.

设特解y0=Ax+B 代入微分方程y″-2y'+y=x,
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  得出

-2A+Ax+B=x

解得,

A=1,B=2,

故微分方程y″-2y'+y=x 特解y″=x+2,通解为

y=(C1+C2x)ex +x+2

代入初始条件y(0)=2,y'(0)=0,得C1=0,C2=-1,要求方程的解为

y=-xex +x+2

(11)【答案】13
6

【详解】由题意,x=x,y=x2,0≤x≤ 2,则

ds= (x2)'+(y2)'dx= 1+4x2dx,

所以

∫L
xds=∫

2

0
x 1+4x2dx=

1
8∫

2

0
1+4x2d(1+4x2)=

1
8.23

(1+4x2)3 2
0=
13
6 .

(12)【答案】4
15π

【详解1】

由轮换对称性,

∭
Ω

x2dxdydz=∭
Ω

y2dxdydz=∭
Ω

z2dxdydz

∭
Ω

z2dxdydz=
1
3∭

Ω

(x2+y2+z2)dxdydz=
1
3∫

2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

1

0
ρ2.ρ2sinφdρ=

4
15π

【详解2】

∭
Ω

z2dxdydz=∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

1

0
ρ2sinφρ2cos2φdρ

=∫
2π

0
dθ∫

π

0
cos2φd(-cosφ)∫

1

0
ρ4dρ=2π.cos

3φ
3∫

π

0

1
5dφ=

4
15π

(13)【答案】2

【详解1】由aTβ=2,βaTβ=β(aTβ)=2.β,βaT 的非零特征值为2.

【详解2】本题也可根据矩阵βaT 是秩为1的3阶矩阵,可知其特征值必为0,0,

tr(βaT),而tr(βaT)=aTβ=2,求得答案.

(14)【答案】-1

【详解】由X +kS2 为np2 的无偏估计,即E X +kS2( ) =np2.
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即

E X +kS2( ) =EX +E kS2( ) =np+knp1-p( ) =np2

解得,k=-1.

(15)【详解】令

f'x(x,y)=2x(2+y2)=0,

f'y(x,y)=2x2y+lny+1=0,{
解得,驻点为x=0,y=

1
e .

f″xx =2(2+y2),f″yy =2x2+
1
y
,f″xy =4xy

则

f″xx 0,1e( ) =22+
1
e2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,f″xy 0,1e( ) =0,f″yy 0,1e( ) =e

在驻点,

f″xx >0,(f″xy)2-f″xxf″yy >0,

二元函数存在极小值f0,
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
e

(16)【详解】曲线y=xn 与曲线y=xn+1 在点x=0和x=1处相交,

an =∫
1

0
(xn -xn+1)dx=(

1
n+1

xn+1-
1

n+2
xn+2)1

0=
1

n+1-
1

n+2
,

S1=∑
¥

n=1
an =lim

n→¥∑
N

n=1
an =lim

n→¥

(1
2-

1
3+...+

1
n+1-

1
n+2

)=lim
n→¥

(1
2-

1
n+2

)=
1
2

S2=∑
¥

n=1
a2n-1=∑

¥

n=1

(1
2n-

1
2n+1

)=
1
2-

1
3+...+

1
2n-

1
2n+1+...

由

ln(1+x)=x-
1
2x

2+...+(-1)(n-1)xn

n +...,

令x=1,得

ln(2)=1-(
1
2-

1
3+

1
4-

1
5+...)=1-S2 ,

S2=1-ln2

(17)【详解】(I)S1 的方程为x2

4 +
y2+z2

3 =1,

过点(4,0)与x2

4 +
y2

3=1的切线为两条,由线绕x 轴旋转体的几何意义,只需求一条即
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可,切线
xx0

4 +
yy0

3 =1过点(4,0),斜率为k=-
3x0

4y0
,得到切点为

x0=1,y0=±
3
2
,k=±

1
2
,取一条切线y=

1
2x-2.

得到S2 的方程为y2+z2=(
1
2x-2)

2

(II)记y1=
1
2x-2,y2= 3(1-

x2

4
),则

Vx =∫
4

0
πy2

1dx-∫
2

0
πy2

2dx=π∫
4

0
(1
4x

2-2x+4)dx-π∫
2

0
(3-

3
4x

2)dx

=π[112x
3-x2+4x]

4

0
-π[3x-

1
4x

3]
2

0
=
4
3π

(18)【详解】

(I)过 (a,f(a))与 (b,f(b))的直线方程为

y(x)=f(a)-
f(b)-f(a)

b-a
(x-a)

取辅助函数

F(x)=f(x)-f(a)-
f(b)-f(a)

b-a
(x-a),

则F(a)=F(b);

F(x)在 a,b[ ] 上连续,在 (a,b)内可导,且

F'(x)=f'(x)-
f(b)-f(a)

b-a .

由罗尔定理,存在ζ∈ (a,b),使F'(ζ)=0,即

f'(ζ)-
f(b)-f(a)

b-a =0,或f(b)-f(a)=f'(ζ)(b-a).

(II)任取x∈ (0,δ),则函数f(x)满足:

在闭区间 0,x[ ] 上连续,开区间 ((0,x0))内可导,由拉格朗日中值定理可得:

∃ζ∈ (0,x)⊂ (0,δ),使得

f'(ζ)=
f(x)-f(0)

x-0
,

两边取x→0+ 时的极限,注意到lim
x→0+

f'(x)=A ,可得

f'+ (0)=lim
x→0+

f(x)-f(0)
x-0 =lim

x→0+
f(ζ)=A

于是f'+ (0)存在,且f'+ (0)=A
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(19)【详解】I=∯
∑

xdydz+ydzdx+zdxdy
(x2+y2+z2)

3
2

,其中2x2+2y2+z2=4

记X =
x

(x2+y2+z2)
3
2

,Y=
y

(x2+y2+z2)
3
2

,Y=
z

(x2+y2+z2)
3
2

,则

∂X
∂x =

y2+z2-2x2

(x2+y2+z2)
5
2

,

由轮换对称性,

∂Y
∂y=

x2+z2-2y2

(x2+y2+z2)
5
2

,∂Z
∂z=

x2+z2-2z2

(x2+y2+z2)
5
2

,

除原点外,散度div(X,Y,Z)=
∂X
x +

∂Y
y +

∂Z
z =0.

记S1 取曲面x2+y2+z2=1的内侧,由高斯公式,可得:

∯
∑

xdydz+ydxdz+zdxdy
(x2+y2+z2)

3
2

=∯
∑+S1

xdydz+ydxdz+zdxdy
(x2+y2+z2)

3
2

-∯
S1

xdydz+ydxdz+zdxdy
(x2+y2+z2)

3
2

=-∬
S1

xdydz+ydxdz+zdxdy=∭
Ω

3dV=3.
4π
3 =4π

(20)【详解】(I)解方程Aζ2=ζ1,

1-1-1-1

-1111

0-4-2-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

1-1-1-1

0112
1
2

0000

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

→

10-
1
2 -

1
2

0112
1
2

0000

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

.

故ζ2=

-
1
2

1
2

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

+k1

1
2

-
1
2

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,其中k1 为任意常数.

解方程A2ζ3=ζ1,

A2=

220-1

-2-201

440-2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
→

100-
1
2

0000

0000

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
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故ζ3=

-
1
2

0

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

+k2

-1

1

0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
+k3

0

0

1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,其中k2,k3 为任意常数.

(II)证明:由于

-1-
1
2 +

1
2k1-

1
2-k2

112 -
1
2k1k2

-2k1k3

=

00-
1
2

112 -
1
2k1k2

-2k1k3

=-
1
2
(k1+1-k1)=-

1
2 ≠0.

故ζ1,ζ2,ζ3 线性无关.

(21)【详解】(I)由A=

a01

0a-1

1-1a-1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

得

|λE-A|=

λ-a0-1

0λ-a1

-11λ-a+1

=

λ-aλ-a0

0λ-a1

-11λ-a+1

=

λ-a00

0λ-a1

-12λ-a+1

=(λ-a)(λ-a)2+(λ-a)-2)( ) =(λ-a)(λ-a-1)(λ-a+2).

所以二次型的矩阵A的特征值为a-2,a,a+1.

(II)若规范形为y2
1+y2

2,说明有两个特征值为正,一个为0,

当a=2时,三个特征值为0,2,3,这时,二次型的规范形为y2
1+y2

2.

(22)【详解】(I)在没有取白球的情况下取了一次红球,利用样本空间的缩减法,相当于

只有1个红球,2个黑球放回摸两次,其中摸一个红球的概率,所以P{X=1|Z=0}=

C1
2×2
32 =

4
9 .

(II)X,Y取值范围为1,1,2,故

P(X =0,Y=0)=
C1
3×C2

3

62 =
1
4
,P(X =1,Y=0)=

C1
2×C1

3

62 =
1
6
,

P(X =2,Y=0)=
1
62=

1
36
,P(X =0,Y=1)=

C1
2×C1

2×C1
3

62 =
1
3
,

P(X =1,Y=1)=
C1
2×C1

2

62 =
1
9
,P(X =2,Y=1)=0,

P(X =0,Y=2)=
C1
2×C1

2

62 =
1
9
,P(X =1,Y=2)=0,P(X =2,Y=2)=0
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    X

Y    
01 2

0 1/4 1/6 1/36

1 1/3 1/9 0

2 1/9 0 0

(23)【详解】(I)由

EX =∫
+¥

0
λ2x2e-λxdx=

2
λ
,

令EX =X
-
,可得总体参数λ的矩估计量

λ̂=
2

X
- .

(II)构造似然函数

L(x1,......xn,λ)= ∏
n

l=1
f(xl)=λ2n.∏

n

l=1
xl.e-λ∑

n

l=1
xl,x1,....xn >0

0,其他

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

当x1,x2...xn >0时,取对数

lnL=2nlnλ+∑
n

i=1
lnxi-λ∑

π

i=1
xi

令dlnL
dλ =0,得

2n
λ -∑

n

i=1
xi=0,

解得

λ=
2n

∑
n

i=1
xi

=
2

1
n∑

n

i=1
xi

=
2

X
-

故其最大似然估计量为λ̂=
2

X
- .


