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２０１８ 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（一）试题

一．选择题：１～８ 小题，每小题 ４ 分，共 ３２ 分．请将答案写在答题纸
∙∙∙

指定位置上．

（１） 下列函数中，在 ｘ ＝ ０ 处不可导的是（　 　 ）

（Ａ） ｆ（ｘ） ＝ ｘ ｓｉｎ ｘ （Ｂ） ｆ（ｘ） ＝ ｘ ｓｉｎ ｘ

（Ｃ） ｆ（ｘ） ＝ ｃｏｓ ｘ （Ｄ） ｆ（ｘ） ＝ ｃｏｓ ｘ

（２） 过点（１，０，０）与（０，１，０），且与 ｚ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ 相切的平面方程为（　 　 ）

（Ａ） ｚ ＝ ０ 与 ｘ ＋ ｙ － ｚ ＝ １ （Ｂ） ｚ ＝ ０ 与 ２ｘ ＋ ２ｙ － ｚ ＝ ２

（Ｃ） ｙ ＝ ｘ 与 ｘ ＋ ｙ － ｚ ＝ １ （Ｄ） ｙ ＝ ｘ 与 ２ｘ ＋ ２ｙ － ｚ ＝ ２

（３） ∑
¥

ｎ ＝ ０
（ －） ｎ ２ｎ ＋ ３

（２ｎ ＋ １）！
＝ （　 　 ）

（Ａ） ｓｉｎ１ ＋ ｃｏｓ１ （Ｂ） ２ｓｉｎ１ ＋ ｃｏｓ１

（Ｃ） ３ｓｉｎ１ ＋ ｃｏｓ１ （Ｄ） ３ｓｉｎ１ ＋ ２ｃｏｓ１

（４） 设 Ｍ ＝ ∫
π
２

－ π
２

（１ ＋ ｘ） ２

１ ＋ ｘ２ ｄｘ ， Ｎ ＝ ∫
π
２

－ π
２

１ ＋ ｘ
ｅｘ

ｄｘ ， Ｋ ＝ ∫
π
２

－ π
２

（１ ＋ ｃｏｓｘ ）ｄｘ ，则

（Ａ） Ｍ ＞ Ｎ ＞ Ｋ （Ｂ） Ｍ ＞ Ｋ ＞ Ｎ

（Ｃ） Ｋ ＞ Ｍ ＞ Ｎ （Ｄ） Ｋ ＞ Ｎ ＞ Ｍ

（５） 下列矩阵中，与矩阵

１ １ ０

０ １ １

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

相似的（　 　 ） ．

（Ａ）

１ １ － １

０ １ １

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（Ｂ）

１ ０ － １

０ １ １

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（Ｃ）

１ １ － １

０ １ ０

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（Ｄ）

１ ０ － １

０ １ ０

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
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　 　 （６） 设 Ａ ， Ｂ 为 ｎ 阶矩阵，记 ｒ（Ｘ） 为矩阵 Ｘ 的秩，（ Ｘ Ｙ ） 表示分块矩阵，则（　 　 ）

（Ａ） ｒ（Ａ ＡＢ） ＝ ｒ（Ａ） （Ｂ） ｒ（Ａ ＢＡ） ＝ ｒ（Ａ）

（Ｃ） ｒ（Ａ Ｂ） ＝ ｍａｘ｛ ｒ（Ａ），ｒ（Ｂ）｝ （Ｄ） ｒ（Ａ Ｂ） ＝ ｒ（ＡＴ ＢＴ）

（７） 随机变量 Ｘ 的概率密度函数 ｆ（ｘ） 满足 ｆ（１ ＋ ｘ） ＝ ｆ（１ － ｘ） ， ∫２
０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ０．６，则

Ｐ Ｘ ＜ ０( ) ＝

（Ａ） ０．２ （Ｂ） ０．３

（Ｃ）０．４ （Ｄ） ０．５

（８） 给定总体 Ｘ ～ Ｎ（μ，σ２） ， σ２ 已知，给定样本 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ ，对总体均值 μ 进行检

验，令 Ｈ０：μ ＝ μ０，Ｈ１：μ ≠ μ０，则

（Ａ） 若显著性水平 α ＝ ０．０５ 时拒绝 Ｈ０，则 α ＝ ０．０１ 时也拒绝 Ｈ０ ．

（Ｂ） 若显著性水平 α ＝ ０．０５ 时接受 Ｈ０，则 α ＝ ０．０１ 时拒绝 Ｈ０ ．

（Ｃ） 若显著性水平 α ＝ ０．０５ 时拒绝 Ｈ０，则 α ＝ ０．０１ 时接受 Ｈ０ ．

（Ｄ）若显著性水平 α ＝ ０．０５ 时接受 Ｈ０，则 α ＝ ０．０１ 时也接受 Ｈ０ ．

二．填空题：９～１４ 小题，每小题 ４ 分，共 ２４ 分．请将答案写在答题纸
∙∙∙

指定位置上．

（９） ｌｉｍ
ｘ→０

１ － ｔａｎｘ
１ ＋ ｔａｎｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｓｉｎｋｘ

＝ ｅ， 则 ｋ ＝

（１０） ｙ ＝ ｆ（ｘ） 的图像过（０，０），且与 ｙ ＝ ａｘ 相切于（１，２），则 ∫１
０
ｘｆ′（ｘ）ｄｘ ＝

（１１） Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｘｙε
→
－ ｙｚη

→
＋ ｘｚｋ

→
，求 ｒｏｔＦ

→
（１，１，０） ＝

（１２） 曲线 Ｓ 由 ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ＝ １ 与 ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ ＝ ０ 相交而成，求 ∮ｘｙｄＳ ＝

（１３） 二阶矩阵 Ａ 有两个不同特征值， α１，α２ 是 Ａ 的线性无关的特征向量， Ａ２（α１ ＋

α２） ＝ （α１ ＋ α２），则 Ａ ＝

（１４） Ａ，Ｂ 独立，Ａ，Ｃ 独立， ＢＣ≠ϕ，Ｐ（Ａ） ＝ Ｐ（Ｂ） ＝ １
２
，Ｐ（ＡＣ ＡＢ∪ Ｃ） ＝ １

４
，则 Ｐ（Ｃ） ＝

三．解答题：１５～２３ 小题，共 ９４ 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．请将答案

写在答题纸
∙∙∙

指定位置上．

（１５） （本题满分 １０ 分）求不定积分 ∫ｅ２ｘａｒｃｔａｎ ｅｘ － １ ｄｘ

（１６） （本题满分 １０ 分）将长为 ２ｍ铁丝分成三段，依次围成圆、正方形与三角形，三个图
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形的面积之和是否存在最小值？ 若存在，求该最小值．

（１７） （本题满分 １０ 分）设 Σ 是曲面 ｘ ＝ １ － ３ｙ２ － ３ｚ２ 取正面，求 ∬
Σ

ｘｄｙｄｚ ＋ （ｙ３ ＋

ｚ）ｄｘｄｚ ＋ ｚ３ｄｘｄｙ

（１８） （本题满分 １０ 分）微分方程 ｙ′ ＋ ｙ ＝ ｆ（ｘ）

（Ｉ）当 ｆ（ｘ） ＝ ｘ 时，求微分方程的通解．

（ＩＩ）当 ｆ（ｘ） 为周期函数时，证明微分方程有通解与其对应，且该通解也为周期函数．

（１９） （本题满分 １０ 分） 数列 ｘｎ{ } ， ｘ１ ＞ ０， ｘｎｅｘｎ＋１ ＝ ｅｘｎ － １．证明： ｘｎ{ } 收敛，并

求 ｌｉｍ
ｎ→¥

ｘｎ ．

（２０） （本题满分 １１ 分） 设实二次型 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ＝ （ｘ１ － ｘ２ ＋ ｘ３） ２ ＋ （ｘ２ ＋ ｘ３） ２ ＋

（ｘ１ ＋ ａｘ３） ２， 其中 ａ 是参数，

（Ｉ）求 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ＝ ０ 的解 （ＩＩ）求 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） 的规范形

（２１） （本题满分 １１ 分）已知 ａ 是常数，且矩阵 Ａ ＝

１ ２ ａ

１ ３ ０

２ ７ － ａ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

可经初等变换化为矩

阵 Ｂ ＝

１ ａ ２

０ １ １

－ １ １ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（Ｉ）求 ａ （ＩＩ）求满足 ＡＰ ＝ Ｂ 的可逆矩阵 Ｐ

（２２） （本题满分 １１ 分）随机变量 ｘ，ｙ 相互独立， Ｐ｛Ｘ ＝ １｝ ＝ ｙ１， Ｐ｛Ｘ ＝－ １｝ ＝ ｙ２， Ｙ服从

λ 的泊松分布 Ｚ ＝ ＸＹ

（Ｉ）求 ｃｏｖ（Ｘ，Ｚ） ． （ＩＩ）求 Ｚ 得概率分布．

（２３） （本题满分 １１ 分） Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 来自总体 Ｘ 的分布， ｆ（ｘ） ＝ １
２σ

ｅ － ｘ
σ （ σ 未知，

－ ¥ ＜ ｘ ＜ ＋ ¥ ）．

（Ｉ）求 σ 得极大似然估计 θ^２ ． （ＩＩ）求 Ｅ（ θ^２） ， Ｄ（ θ^２） ．
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２０１７ 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（一）试题

一、选择题（１ ～ ８ 题，每题 ４ 分，共 ３２ 分．下列每题给出的四个选项中，只有一个选项符

合题目要求．）

（１） 若函数 ｆ（ｘ） ＝
１ － ｃｏｓ ｘ

ａｘ
， ｘ ＞ ０

ｂ， ｘ ≤ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

在 ｘ ＝ ０ 处连续，则（　 　 ）

（Ａ） ａｂ ＝ １
２

（Ｂ） ａｂ ＝ － １
２

（Ｃ） ａｂ ＝ ０ （Ｄ） ａｂ ＝ ２

（２） 设函数 ｆ（ｘ） 可导，且 ｆ（ｘ） ｆ′（ｘ） ＞ ０，则（　 　 ）

（Ａ） ｆ（１） ＞ ｆ（ － １） （Ｂ） ｆ（１） ＜ ｆ（ － １）

（Ｃ） ｆ（１） ＞ ｆ（ － １） （Ｄ） ｆ（１） ＜ ｆ（ － １）

（３） 函数 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｘ２ｙ ＋ ｚ２ 在点 （１，２，０） 处沿向量 ｕ
→
＝ １，２，２( ) 的方向导数为（　 　 ）

（Ａ） １２ （Ｂ） ６

（Ｃ） ４ （Ｄ） ２

（４） 甲，乙两人赛跑，计时开始时，甲在乙前方 １０（单位：ｍ）处，图中实线表示甲的速度

曲线 ｖ ＝ ｖ１（ ｔ） （单位：ｍ ／ ｓ），虚线表示乙的速度曲线 ｖ ＝ ｖ２（ ｔ） ，三块阴影部分面积的数值依次

为 １０，２０，３．计时开始后乙追上甲的时刻记为 ｔ０（单位：ｓ），则（　 　 ）
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（Ａ） ｔ０ ＝ １０ （Ｂ） １５ ＜ ｔ０ ＜ ２０
（Ｃ） ｔ０ ＝ ２５ （Ｄ） ｔ０ ＞ ２５

（５） 设 α 为 ｎ 维单位列向量， Ｅ 为 ｎ 阶单位矩阵，则（　 　 ）

（Ａ） Ｅ － ααΤ 不可逆 （Ｂ） Ｅ ＋ ααΤ 不可逆

（Ｃ） Ｅ ＋ ２ααΤ 不可逆 （Ｄ） Ｅ － ２ααΤ 不可逆

（６） 已知矩阵 Ａ ＝

２ ０ ０

０ ２ １

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

， Ｂ ＝

２ １ ０

０ ２ ０

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

， Ｃ ＝

１ ０ ０

０ ２ ０

０ ０ ２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

，则（　 　 ）

（Ａ） Ａ 与 Ｃ 相似， Ｂ 与 Ｃ 相似 （Ｂ） Ａ 与 Ｃ 相似， Ｂ 与 Ｃ 不相似

（Ｃ） Ａ 与 Ｃ 不相似， Ｂ 与 Ｃ 相似 （Ｄ） Ａ 与 Ｃ 不相似， Ｂ 与 Ｃ 不相似

（７） 设 Ａ，Ｂ 为随机事件，若 ０ ＜ Ｐ（Ａ） ＜ １，０ ＜ Ｐ（Ｂ） ＜ １，则 Ｐ Ａ Ｂ( ) ＞ Ｐ Ａ Ｂ
－

( ) 的充

分必要条件是（　 　 ）

（Ａ） Ｐ Ｂ Ａ( ) ＞ Ｐ Ｂ Ａ
－

( ) （Ｂ） Ｐ Ｂ Ａ( ) ＜ Ｐ Ｂ Ａ
－

( )

（Ｃ） Ｐ Ｂ
－

Ａ( ) ＞ Ｐ Ｂ Ａ
－

( ) （Ｄ） Ｐ Ｂ
－

Ａ( ) ＜ Ｐ Ｂ Ａ
－

( )

（８） 设 Ｘ１，Ｘ２，．．．，Ｘｎ（ｎ ≥ ２） 为来自总体 Ｎ（μ，１） 的简单随机样本，记 ｘ
－
＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ 则下

列结论正确的是（　 　 ）

（Ａ） ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － μ） ２ 服从 ｘ２ 分布 （Ｂ） ２ （ｘｎ － ｘ１） ２ 服从 ｘ２ 分布

（Ｃ） ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － Ｘ

－
） ２服从 ｘ２ 分布 （Ｄ） ｎ （Ｘ

－
－ μ） ２ 服从 ｘ２ 分布

二、填空题（９～１４ 题，每题 ４ 分，共 ２４ 分． 请将答案写在答题纸指定位置上．）

（９） 已知函数 ｆ（ｘ） ＝ １
１ ＋ ｘ２ ，则 ｆ（３）（０） ＝

（１０） 微分方程 ｙ″ ＋ ２ｙ′ ＋ ３ｙ ＝ ０ 的通解为 ｙ ＝

（１１） 若曲线积分 ∫
Ｌ

ｘｄｘ － ａｙｄｙ
ｘ２ ＋ ｙ２ － １

在区域 Ｄ ＝ （ｘ，ｙ） ｜ ｘ２ ＋ ｙ２ ＜ １{ } 内与路径无关，则

ａ ＝

（１２） 幂级数 ∑
¥

ｎ ＝ １
（ － １） ｎ－１ｎｘｎ－１ 在区间 （ － １，１） 内的和函数 Ｓ（ｘ） ＝

（１３） 设 矩 阵 Ａ ＝

１ ０ １

１ １ ２

０ １ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

， α１、 α２、 α３ 为 线 性 无 关 的 ３ 维 列 向 量 组． 则
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Ａα１，Ａα２，Ａα３( ) 的秩为

（１４） 设随机变量 Ｘ 的分布函数为 Ｆ（ｘ） ＝ ０．５Φ（ｘ） ＋ ０．５Φ（ｘ
－ ４
２

） ，其中 Φ（ｘ） 为标准

正态分布函数，则 ＥＸ ＝

三、解答题（１５～２３ 小题，共 ９４ 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．）

（１５） （本题满分 １０ 分）

设函数 ｆ ｕ，ｖ( ) 具有 ２ 阶连续偏导数， ｙ ＝ ｆ ｅｘ，ｃｏｓｘ( ) ，求 ｄｙ
ｄｘ ｘ ＝ ０

，
ｄ２ｙ
ｄｘ２

ｘ ＝ ０
．

（１６） （本题满分 １０ 分）　 计算 ｌｉｍ
ｎ→¥

∑
ｎ

ｋ ＝ １

ｋ
ｎ２ ｌｎ（１ ＋ ｋ

ｎ
）

（１７） （本题满分 １０ 分）已知函数 ｙ ｘ( ) 由方程

ｘ３ ＋ ｙ３ － ３ｘ ＋ ３ｙ － ２ ＝ ０

确定，求 ｙ ｘ( ) 的极值

（１８） （本题满分 １０ 分）设 ｆ（ｘ） 在 ０，１[ ] 上具有二阶导数，

ｆ（１） ＞ ０，ｌｉｍ
ｘ→０ ＋

ｆ（ｘ）
ｘ

＜ ０

证明：

（Ｉ）方程 ｆ（ｘ） ＝ ０ 在区间 （０，１） 至少存在一个根

（ＩＩ）方程 ｆ（ｘ） ｆ″（ｘ） ＋ ｆ′（ｘ）[ ] ２ ＝ ０ 在区间 （０，１） 内至少存在两个不同的实根

（１９） （本题满分 １０ 分）设薄片型物体 Ｓ是圆锥面 Ｚ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ 被柱面 Ｚ２ ＝ ２ｘ割下的有

限部分，其上任一点弧度为 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ９ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ．记圆锥与柱面的交线为 Ｃ

（Ｉ）求 Ｃ 在 ｘＯｙ 平面上的投影曲线的方程

（ＩＩ）求 Ｓ 的质量 Ｍ

（２０） （本题满分 １１ 分） 设 ３ 阶矩阵 Ａ ＝ α１，α２，α３( ) 有 ３ 个不同的特征值，且 α３ ＝ α１ ＋

２α２ ．

（Ｉ）证明 ｒ（Ａ） ＝ ２；

（ＩＩ）若 β ＝ α１ ＋ α２ ＋ α３，求方程组 Ａｘ ＝ β 的通解．

（２１） （本题满分 １１ 分）设二次型

ｆ ｘ１，ｘ２，ｘ３( ) ＝ ２ｘ２
１ － ｘ２

２ ＋ ａｘ２
３ ＋ ２ｘ１ｘ２ － ８ｘ１ｘ３ ＋ ２ｘ２ｘ３

在正交变换 ｘ ＝ Ｑｙ 下的标准形为 λ１ｙ２
１ ＋ λ２ｙ２

２，求 ａ 的值及一个正交矩阵 Ｑ ．

（２２） （本题满分 １１ 分）设随机变量 Ｘ ， Ｙ 相互独立，且 Ｘ 的概率分布为
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Ｐ Ｘ ＝ ０( ) ＝ Ｐ Ｘ ＝ ２( ) ＝ １
２
，

Ｙ 的概率密度为

ｆ ｙ( ) ＝
２ｙ，

０，{
０ ＜ ｙ ＜ １

其他

（Ｉ）求 Ｐ（Ｙ ≤ ＥＹ） ；

（ＩＩ）求 Ｚ ＝ Ｘ ＋ Ｙ 的概率密度．

（２３） （本题满分 １１ 分）

某工程师为了解一台天平的精度，用该天平对一物体的质量做 ｎ 次测量，该物体的质量

μ 是已知的，设 ｎ 次测量结果 Ｘ１，Ｘ２， ．．．，Ｘｎ 相互独立且均服从正态分布 Ｎ μ，σ２( ) ．该工程师

记录的是 ｎ 次测量的绝对误差 Ｚ ｉ ＝ Ｘ ｉ － μ ｉ ＝ １，２，…ｎ( ) ，利用 Ｚ１，Ｚ２，…Ｚｎ 估计 σ ．

（Ｉ）求 Ｚ ｉ 的概率密度；

（ＩＩ）利用一阶矩求 σ 的矩估计量；

（ＩＩＩ）求 σ 的最大似然估计量．
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２０１６ 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（一）试题

一、选择题：（１－８ 题，每题 ４ 分，共 ３２ 分，下列每小题给出的四个选项中，只有一项符合

题目要求．）

（１） 若反常积分 ∫＋¥

０

１
ｘａ １ ＋ ｘ( ) ｂｄｘ 收敛，则（　 　 ）

（Ａ） ａ ＜ １ 且 ｂ ＞ １ （Ｂ） ａ ＞ １ 且 ｂ ＞ １

（Ｃ） ａ ＜ １ 且 ａ ＋ ｂ ＞ １ （Ｄ） ａ ＞ １ 且 ａ ＋ ｂ ＞ １

（２） 已知函数 ｆ ｘ( ) ＝
２ ｘ － １( ) ，ｘ ＜ １

ｌｎｘ， ｘ ≥ １{ ，则 ｆ ｘ( ) 的一个原函数是（　 　 ）

（Ａ） Ｆ ｘ( ) ＝
ｘ － １( ) ２， ｘ ＜ １

ｘ ｌｎｘ － １( ) ， ｘ ≥ １{ （Ｂ） Ｆ ｘ( ) ＝
ｘ － １( ) ２， ｘ ＜ １

ｘ ｌｎｘ ＋ １( ) － １， ｘ ≥ １{

（Ｃ） Ｆ ｘ( ) ＝
ｘ － １( ) ２， ｘ ＜ １

ｘ ｌｎｘ ＋ １( ) ＋ １， ｘ ≥ １{ （Ｄ） Ｆ ｘ( ) ＝
ｘ － １( ) ２， ｘ ＜ １

ｘ ｌｎｘ － １( ) ＋ １， ｘ ≥ １{
（３） 若 ｙ ＝ １ ＋ ｘ２( ) ２ － １ ＋ ｘ２ ， ｙ ＝ １ ＋ ｘ２( ) ２ ＋ １ ＋ ｘ２ 是微分方程 ｙ′ ＋ ｐ ｘ( ) ｙ ＝

ｑ ｘ( ) 的两个解，则 ｑ ｘ( ) ＝ （　 　 ）

（Ａ） ３ｘ １ ＋ ｘ２( ) （Ｂ） － ３ｘ １ ＋ ｘ２( )

（Ｃ） ｘ
１ ＋ ｘ２ （Ｄ） － ｘ

１ ＋ ｘ２

（４） 已知函数 ｆ ｘ( ) ＝
ｘ， ｘ ≤ ０

１
ｎ
， １

ｎ ＋ １
＜ ｘ ≤ １

ｎ
，ｎ ＝ １，２，…

ì

î

í

ïï

ïï

，则（　 　 ）

（Ａ） ｘ ＝ ０ 是 ｆ ｘ( ) 的第一类间断点 （Ｂ） ｘ ＝ ０ 是 ｆ ｘ( ) 的第二类间断点

（Ｃ） ｆ ｘ( ) 在 ｘ ＝ ０ 处连续但不可导 （Ｄ） ｆ ｘ( ) 在 ｘ ＝ ０ 处可导

（５） 设 Ａ，Ｂ 是可逆矩阵，且 Ａ 与 Ｂ 相似，则下列结论错误的是（　 　 ）

（Ａ） ＡＴ 与 ＢＴ 相似 （Ｂ） Ａ －１ 与 Ｂ －１ 相似
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９　　　　

（Ｃ） Ａ ＋ ＡＴ
与 Ｂ ＋ ＢＴ

相似 （Ｄ） Ａ ＋ Ａ －１ 与 Ｂ ＋ Ｂ －１ 相似

（６） 设二次型 ｆ ｘ１，ｘ２，ｘ３( ) ＝ ｘ２
１ ＋ ｘ２

２ ＋ ｘ２
３ ＋ ４ｘ１ｘ２ ＋ ４ｘ１ｘ３ ＋ ４ｘ２ｘ３，则 ｆ ｘ１，ｘ２，ｘ３( ) ＝ ２ 在空

间直角坐标下表示的二次曲面为（　 　 ）

（Ａ）单叶双曲面 （Ｂ）双叶双曲面

（Ｃ）椭球面 （Ｄ）柱面

（７） 设随机变量 Ｘ ～ Ｎ μ，σ２( ) σ ＞ ０( ) ，记 Ｐ ＝ Ｐ Ｘ ≤ μ ＋ σ２{ } ，则（　 　 ）

（Ａ） ｐ 随着 μ 的增加而增加 （Ｂ） ｐ 随着 σ 的增加而增加

（Ｃ） ｐ 随着 μ 的增加而减少 （Ｄ） ｐ 随着 σ 的增加而减少

（８） 随机实验 Ｅ 有三种两两不相容的结果 Ａ１， Ａ２， Ａ３，且三种结果发生的概率均为

１
３

，将试验 Ｅ 独立重复进行 ２ 次，Ｘ 表示 ２ 次试验中结果 Ａ１ 发生的次数，Ｙ 表示 ２ 次试验中

结果 Ａ２ 发生的次数，则 Ｘ 与 Ｙ 的相关系数为（　 　 ）

（Ａ） － １
２

（Ｂ） － １
３

（Ｃ） １
２

（Ｄ） １
３

二、填空题：（９－１４ 题，每题 ４ 分，共 ２４ 分，请将答案写在答题纸指定位置上．）

（９） ｌｉｍ
ｘ→０

∫ｘ
０
ｔｌｎ １ ＋ ｔｓｉｎｔ( ) ｄｔ

１ － ｃｏｓｘ２
＝

（１０） 向量场 Ａ
→

ｘ，ｙ，ｚ( ) ＝ ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ( ) ｉ
→
＋ ｘｙ ｊ

→
＋ ｚｋ

→
的旋度 ｒｏｔＡ

→
＝

（１１） 设函数 ｆ ｕ，ｖ( ) 可微， ｚ ＝ ｚ ｘ，ｙ( ) 由方程 ｘ ＋ １( ) ｚ － ｙ２ ＝ ｘ２ ｆ ｘ － ｚ，ｙ( ) 确定，则

ｄｚ ０，１( ) ＝

（１２） 设函数 ｆ ｘ( ) ＝ ａｒｃｔａｎｘ － ｘ
１ ＋ ａｘ２ ，且 ｆ‴０( ) ＝ １，则 ａ ＝

（１３） 行列式

λ － １ ０ ０

０ λ － １ ０

０ ０ λ － １

４ ３ ２ λ ＋ １

＝

（１４） 设 ｘ１，ｘ２，…ｘｎ 为来自总体 Ｎ μ，σ２( ) 的简单随机样本，样本均值 ｘ
－
＝ ９．５，参数 μ 的

置信度为 ０．９５ 的双侧置信区间的置信度上限为 １０．８，则的置信度为 ０．９５ 的双侧置信区间

为
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１０　　　

三、解答题：（１５－２３ 题，共 ９４ 分．请将解答写在答题纸指定的位置上．解答应写出文字说

明、证明过程或演算步骤．）

（１５） （本题满分 １０ 分）已知平面区域

Ｄ ＝ ｒ，θ( ) ２ ≤ ｒ ≤ ２ １ ＋ ｃｏｓθ( ) ， － π
２

≤ θ ≤ π
２{ } ，

计算二重积分 ∬
Ｄ

ｘｄｘｄｙ

（１６） （本题满分 １０ 分）设函数 ｙ ｘ( ) 满足方程 ｙ″ ＋ ２ｙ′ ＋ ｋｙ ＝ ０，其中 ０ ＜ ｋ ＜ １

（Ｉ）证明：反常积分 ∫＋¥

０
ｙ ｘ( ) ｄｘ 收敛　 （ＩＩ）若 ｙ ０( ) ＝ １，ｙ′ ０( ) ＝ １，求 ∫＋¥

０
ｙ ｘ( ) ｄｘ 的值

（１７） （本题满分 １０ 分）

设函数 ｆ ｘ，ｙ( ) 满足方程
∂ｆ ｘ，ｙ( )

∂ｘ
＝ ２ｘ ＋ １( ) ｅ２ｘ－ｙ ，且 ｆ ０，ｙ( ) ＝ ｙ ＋ １， Ｌｔ 是从点 ０，０( ) 到

点 １，ｔ( ) 的光滑曲线，计算曲线积分 Ｉ ｔ( ) ＝ ∫
Ｌｔ

∂ｆ ｘ，ｙ( )

∂ｘ
ｄｘ ＋ ∂ｆ ｘ，ｙ( )

∂ｙ
ｄｙ ，并求 Ｉ ｔ( ) 的最小值．

（１８） （本题满分 １０ 分）设有界区域 Ω 由平面 ２ｘ ＋ ｙ ＋ ２ｚ ＝ ２ 与三个坐标平面围成， Σ 为

Ω 整个表面的外侧，计算曲面积分

Ｉ ＝ ∬
∑

ｘ２ ＋ １( ) ｄｙｄｚ － ２ｙｄｚｄｘ ＋ ３ｚｄｘｄｙ．

（１９） （本题满分 １０ 分）已知函数 ｆ ｘ( ) 可导，且 ｆ ０( ) ＝ １，０ ＜ ｆ′ ｘ( ) ＜ １
２

，

设数列 ｘｎ{ } 满足 ｘｎ＋１ ＝ ｆ ｘｎ( ) ｎ ＝ １，２，…( ) 证明：

（Ｉ）级数 ∑
¥

ｎ ＝ １
ｘｎ＋１ － ｘｎ( ) 绝对收敛　 　 （ＩＩ） ｌｉｍ

ｎ→¥
ｘｎ 存在，且 ０ ＜ ｌｉｍ

ｎ→¥
ｘｎ ＜ ２

（２０） （本题满分 １１ 分）

设矩阵 Ａ ＝

１ １ １ － ａ

１ ０ ａ

ａ ＋ １ １ ａ ＋ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

， β ＝

０

１

２ａ － ２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

且方程组 Ａｘ ＝ β 无解

（Ｉ）求 ａ 的值 （ＩＩ）求方程组 ＡＴＡｘ ＝ ＡＴβ 的通解

（２１） （本题满分 １１ 分）已知矩阵 Ａ ＝

０ － １ １

２ － ３ ０

０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（Ｉ）求 Ａ９９

（ＩＩ）设 ３ 阶矩阵 Ｂ ＝ α１，α２，α３( ) 满足 Ｂ２ ＝ ＢＡ ．记 Ｂ１００ ＝ β１，β２，β３( ) ，将 β１，β２，β３ 分别表
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示为 α１，α２，α３ 的线性组合

（２２） （本题满分 １１ 分）设随机变量 Ｘ，Ｙ( ) 在区域 Ｄ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ｜ ０ ＜ ｘ ＜ １，ｘ２ ＜ ｙ ＜ ｘ ｝

服从均匀分布，令 Ｕ ＝
１，Ｘ ≤ Ｙ

０，Ｘ ＞ Ｙ{
（Ｉ）写出 Ｘ，Ｙ( ) 的概率密度；

（ＩＩ）问 Ｕ 与 Ｘ 是否相互独立？ 并说明理由；

（ＩＩＩ）求 Ｚ ＝ Ｕ ＋ Ｘ 的分布函数 Ｆ Ｚ( ) ．

（２３） （本题满分 １１ 分）设总体的概率密度为

ｆ ｘ，θ( ) ＝＝
３ｘ２

θ３ ， ０ ＜ ｘ ＜ θ

０， 其他

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中为未知参数，为来自总体的简单随机样本，令 Ｔ ＝ ｍａｘ Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ５( )

（Ｉ）求 Ｔ 的概率密度； （ＩＩ）确定 ａ ，使得 ａＴ 为 θ 的无偏估计．
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１２　　　

２０１５ 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（一）试题

一、选择题：（１－８ 题，每题 ８ 分，共 ３２ 分，下列每题给出的四个选项中，只有一项符合题

目要求．）

（１）设函数 ｆ（ｘ） 在（－¥，＋¥）内连续，其 ２ 阶导函数

ｆ″（ｘ） 的图形如右图所示，则曲线的 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 的拐点个数

为 （　 　 ）

（Ａ）０

（Ｂ）１

（Ｃ）２

（Ｄ）３

（２） 设 ｙ ＝ １
２
ｅ２ｘ ＋ （ｘ － １

３
）ｅｘ 是二阶常系数非齐次线性微分方程 ｙ″ ＋ ａｙ′ ＋ ｂｙ ＝ ｃｅｘ 的一

个特解，则　 （ 　 　 ）

（Ａ） ａ ＝ － ３，ｂ ＝ ２，ｃ ＝ － １ （Ｂ） ａ ＝ ３，ｂ ＝ ２，ｃ ＝ － １

（Ｃ） ａ ＝ － ３，ｂ ＝ ２，ｃ ＝ １ （Ｄ） ａ ＝ ３，ｂ ＝ ２，ｃ ＝ １

（３） 若级数 ∑
¥

ｎ ＝ １
ａｎ 条件收敛，则 ｘ＝ ３与 ｘ＝ ３ 为幂级数 ∑

¥

ｎ ＝ １
ｎａｎ（ｘ － １） ｎ 的（　 　 ）

（Ａ）收敛点，收敛点 （Ｂ）收敛点，发散点

（Ｃ）发散点，收敛点 （Ｄ）发散点，发散点

（４） 设 Ｄ 是第一象限中的曲线 ２ｘｙ ＝ １，４ｘｙ ＝ １ 与直线 ｙ ＝ ｘ，ｙ ＝ ３ ｘ围成的平面区域，函

数 ｆ（ｘ，ｙ） 在 Ｄ 上连续，则 ∫∫
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ＝ （　 　 ）

（Ａ） ∫
π
３

π
４

ｄθ ∫
１

ｓｉｎ２θ

１
２ｓｉｎ２θ

ｆ ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( ) ｒｄｒ （Ｂ） ∫
３π
４

π
４

ｄθ ∫
１

ｓｉｎ２θ

１
２ｓｉｎ２θ

ｆ ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( ) ｒｄｒ

（Ｃ） ∫
π
３

π
４

ｄθ ∫
１

ｓｉｎ２θ

１
２ｓｉｎ２θ

ｆ ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( ) ｄｒ （Ｄ） ∫
π
３

π
４

ｄθ ∫
１

ｓｉｎ２θ

１
２ｓｉｎ２θ

ｆ ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( ) ｄｒ
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（５） 设矩阵 Ａ ，若集合

１ １ ０

１ ２ ａ

１ ４ ａ２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

，

１

ａ

ａ２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

，则线性方程组 Ω ＝ ｛１，２｝，则线性方程组

Ａｘ＝ ｂ 有无穷多解的充分必要条件为（　 　 ）

（Ａ） ａ ∉ Ω，α ∉ Ω （Ｂ） ａ ∉ Ω，α ∈ Ω

（Ｃ） ａ ∈ Ω，α ∉ Ω （Ｄ） ａ ∈ Ω，α ∈ Ω

（６） 二次型 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） 在正交变换 ｘ ＝ Ｐｙ 下的标准形为 ２ｙ２
１ ＋ ｙ２

２ － ｙ２
３，其中 Ｐ ＝

（ｅ１，ｅ２，ｅ３） ，若 Ｑ ＝ （ｅ１， － ｅ３，ｅ２） ， ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） 在正交变换 ｘ ＝ Ｑｙ 下的标准型为（　 　 ）

（Ａ） ２ｙ２
１ － ｙ２

２ ＋ ｙ２
３ （Ｂ） ２ｙ２

１ ＋ ｙ２
２ － ｙ２

３

（Ｃ） ２ｙ２
１ － ｙ２

２ － ｙ２
３ （Ｄ） ２ｙ２

１ ＋ ｙ２
２ ＋ ｙ２

３

（７） 若 Ａ，Ｂ 为任意两个随机事件，则　 （ 　 　 ）

（Ａ） Ｐ（ＡＢ） ≤ Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ） （Ｂ） Ｐ（ＡＢ） ≥ Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

（Ｃ） Ｐ（ＡＢ） ≤ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ）
２

（Ｄ） Ｐ（ＡＢ） ≥ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ）
２

（８） 设随机变量 Ｘ，Ｙ 不相关，且 ＥＸ ＝ ２，ＥＹ ＝ １，ＤＸ ＝ ３， 则 Ｅ［Ｘ（Ｘ ＋ Ｙ － ２）］ ＝ （　 　 ）

（Ａ） － ３ （Ｂ） ３

（Ｃ） － ５ （Ｄ） ５

二、填空题：（９－１４ 题，每题 ４ 分，共 ２４ 分，请将答案写在答题纸指定位置上．）

（９） ｌｉｍ
ｘ➝０

ｌｎ（ｃｏｓｘ）
ｘ２

＝ ．

（１０） ∫
π
２

－ π
２

ｓｉｎｘ
１ ＋ ｃｏｓｘ

＋ ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＝ ．

（１１） 若函数 ｚ ＝ ｚ（ｘ，ｙ） 有方程 ｅｚ ＋ ｘｙｚ ＋ ｘ ＋ ｃｏｓｘ ＝ ２ 确定，则 ｄｚ （０，１）＝ ．

（１２） 设 Ω 是 由 ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ ＝ １ 与 三 个 坐 标 平 面 所 围 成 的 空 间 区 域， 则

∭
Ω

ｘ ＋ ２ｙ ＋ ３ｚ( ) ｄｘｄｙｄｚ ＝ ．

（１３） ｎ 阶行列式

２ ０ … ０ ２

－ １ ２ … ０ ２

︙ ︙ ⋱ ︙ ︙

０ ０ … ２ ２

０ ０ … － １ ２

＝

（ １４ ） 设 二 维 随 机 变 量 Ｘ，Ｙ( ) 服 从 正 态 分 布 Ｎ（１，０；１，１；０）， 则
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Ｐ ＸＹ － Ｙ ＜ ０{ } ＝

三、解答题：（１５－２３ 题，共 ９４ 分．请将解答写在答题纸指定的位置上．解答应写出文字说

明、证明过程或演算步骤．）

（１５） （本题满分 １０ 分）设函数

ｆ（ｘ） ＝ ｘ ＋ ａｌｎ（１ ＋ ｘ） ＋ ｂｘｓｉｎｘ，ｇ（ｘ） ＝ ｋｘ３，

若 ｆ（ｘ） 与 ｇ（ｘ） 在 ｘ → ０ 时为等价无穷小，求 ａ，ｂ，ｋ 的值．

（１６） （本题满分 １０ 分）

设函数 ｆ（ｘ） 在定义域 Ｉ 上的导数大于 ０，若对任意的 ｘ０ ∈ Ｉ ，曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在点

（ｘ０，ｆ（ｘ０）） 处的切线与直线 ｘ ＝ ｘ０ 及 ｘ 轴所围成区域的面积恒为 ４，且 ｆ（０） ＝ ２，求 ｆ（ｘ） 的表

达式．

（１７） （本题满分 １０ 分）

已知函数 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ ＋ ｙ ＋ ｘｙ，曲线 Ｃ：ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｘｙ ＝ ３，求 ｆ（ｘ，ｙ） 在曲线 Ｃ 上的最大方向

导数

（１８） （本题满分 １０ 分）

（Ⅰ） 设函数 ｕ（ｘ），ｖ（ｘ） 可导， 利用导数定义证明 ［ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）］ ′ ＝ ｕ′（ｘ）ｖ（ｘ） ＋

ｕ（ｘ）ｖ′（ｘ） ．

（Ⅱ）设函数 ｕ１（ｘ），ｕ２（ｘ），．．．，ｕｎ（ｘ） 可导， ｆ（ｘ） ＝ ｕ１（ｘ），ｕ２（ｘ），．．．，ｕｎ（ｘ） ，写出 ｆ（ｘ） 的

求导公式．

（１９） （本题满分 １０ 分）已知曲线 Ｌ 的方程为

ｚ ＝ ２ － ｘ２ － ｙ２ ，

ｚ ＝ ｘ，{
起点为 Ａ（０， ２ ，０） ，终点为 Ｂ（０， － ２ ，０）， 计算曲线积分

Ｉ ＝ ∫
Ｌ
（ｙ ＋ ｚ）ｄｘ ＋ （ ｚ２ － ｘ２ ＋ ｙ）ｄｙ ＋ （ｘ２ ＋ ｙ２）ｄｚ

（２０） （本题满分 １１ 分）向量组 α１，α２，α３ 是 Ｒ３ 的一个基，

β１ ＝ ２α１ ＋ ２ｋα３，β２ ＝ ２α２，β３ ＝ α１ ＋ ｋ ＋ １( ) α３，

（Ⅰ）证明 β１，β２，β３ 为 Ｒ３ 的一个基；

（Ⅱ）当 ｋ 为何值时，存在非零向量 ξ 在基 α１，α２，α３ 与基 β１，β２，β３ 下的坐标相同，并求

所有的 ξ ．

（２１） （本题满分 １１ 分）



尽享收获的喜悦！

１５　　　

设矩阵 Ａ ＝

０ ２ － ３

－ １ ３ － ３

１ － ２ ａ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

相似于矩阵 Ｂ ＝

１ － ２ ０

０ ｂ ０

０ ３ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

．

（Ⅰ）求 ａ，ｂ 的值．　 　 （Ⅱ）求可逆矩阵 Ｐ ，使 Ｐ －１ＡＰ 为对角矩阵．

（２２） （本题满分 １１ 分）设随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ） ＝
２ －ｘ ｌｎ２ ｘ ＞ ０

０ ｘ ≤ ０{ ，

对 Ｘ 进行独立重复的观测，直到第 ２ 个大于 ３ 的观测值出现为止，记 Ｙ 为观测次数．

（Ⅰ）求 Ｙ 的概率分布．　 　 　 　 （Ⅱ）求 ＥＹ ．

（２３） （本题满分 １１ 分）设总体 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ；θ） ＝
１

１ － θ
θ ≤ ｘ ≤ １

０ 其他

ì

î

í

ïï

ïï

，

其中 θ 为未知参数， Ｘ１，Ｘ２，．．．，Ｘｎ 为随机样本．

（Ⅰ）求 θ 的矩阵估计量；　 　 　 （Ⅱ）求 θ 的最大似然估计量．
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１６　　　

２０１４ 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（一）试题

一、选择题：（１－８ 题，每题 ８ 分，共 ３２ 分，下列每题给出的四个选项中，只有一项符合题

目要求．）

（１） 下列曲线中有渐近线的是（　 　 ）

（Ａ） ｙ ＝ ｘ ＋ ｓｉｎｘ （Ｂ） ｙ ＝ ｘ２ ＋ ｓｉｎｘ

（Ｃ） ｙ ＝ ｘ ＋ ｓｉｎ １
ｘ

（Ｄ） ｙ ＝ ｘ２ ＋ ｓｉｎ １
ｘ

（２） 设函数 ｆ（ｘ） 具有二阶导数， ｇ（ｘ） ＝ ｆ（０）（１ － ｘ） ＋ ｆ（１）ｘ ，则在区间 ［０，１］

上（　 　 ）

（Ａ）当 ｆ′（ｘ） ≥ ０ 时， ｆ（ｘ） ≥ ｇ（ｘ） （Ｂ）当 ｆ′（ｘ） ≥ ０ 时， ｆ（ｘ） ≤ ｇ（ｘ）

（Ｃ）当 ｆ″（ｘ） ≥ ０ 时， ｆ（ｘ） ≥ ｇ（ｘ） （Ｄ）当 ｆ″（ｘ） ≥ ０ 时， ｆ（ｘ） ≤ ｇ（ｘ）

（３） 设 ｆ（ｘ，ｙ） 为连续函数，则 ∫１
０
ｄｙ ∫１－ｙ

－ １－ｙ２
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ ＝ （　 　 ）

（Ａ） ∫１
０
ｄｘ ∫ｘ－１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ ＋ ∫０

－１
ｄｘ ∫ １－ｘ２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ

（Ｂ） ∫１
０
ｄｘ ∫１－ｘ

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ ＋ ∫０

－１
ｄｘ ∫０

－ １－ｘ２
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ

（Ｃ） ∫
π
２

０
ｄθ ∫

１
ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ

０
ｆ（ ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ）ｄｒ ＋ ∫ππ

２

ｄθ ∫１
０
ｆ（ ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ）ｄｒ

（Ｄ） ∫
π
２

０
ｄθ ∫

１
ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ

０
ｆ（ ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ） ｒｄｒ ＋ ∫ππ

２

ｄθ ∫１
０
ｆ（ ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ） ｒｄｒ

（４） 若 ∫π
－π

（ｘ － ａ１ｃｏｓｘ － ｂ１ｓｉｎｘ） ２ｄｘ ＝ ｍｉｎ
ａ，ｂ∈Ｒ ∫

π

－π
（ｘ － ａｃｏｓｘ － ｂｓｉｎｘ） ２ｄｘ{ } ，则 ａ１ｃｏｓｘ ＋

ｂ１ｓｉｎｘ ＝ （　 　 ）

（Ａ） ２ｓｉｎｘ （Ｂ） ２ｃｏｓｘ

（Ｃ） ２πｓｉｎｘ （Ｄ） ２πｃｏｓｘ
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１７　　　

（５） 四阶行列式

０ ａ ｂ ０

ａ ０ ０ ｂ

０ ｃ ｄ ０

ｃ ０ ０ ｄ

＝ （　 　 ）

（Ａ） ａｄ－ｂｃ( ) ２ （Ｂ）－ ａｄ－ｂｃ( ) ２

（Ｃ）ａ２ｄ２－ｂ２ｃ２ （Ｄ）ｂ２ｃ２－ａ２ｄ２

（６） 设 α１，α２，α３ 均为三维向量，则任意常数 ｋ，ｌ ，向量组 α１ ＋ ｋα３，α２ ＋ ｌα３ 线性无关是

向量组 α１，α２，α３ 线性无关（　 　 ）

（Ａ）必要非充分条件 （Ｂ）充分非必要条件

（Ｃ）充分必要条件 （Ｄ）既非充分又非必要条件

（７） 设随机事件 Ａ与 Ｂ 相互独立，且 Ｐ（Ｂ） ＝ ０．５， Ｐ（Ａ － Ｂ） ＝ ０．３，则 Ｐ（Ｂ － Ａ） ＝ （　 　 ）

（Ａ） ０．１ （Ｂ） ０．２

（Ｃ） ０．３ （Ｄ） ０．４

（８） 设连续型随机变量 Ｘ１ 与 Ｘ２ 相互独立且均存在方差， Ｘ１ 与 Ｘ２ 的概率密度分别为

ｆ１（ｘ） 与 ｆ２（ｘ） ，随机变量 Ｙ１ 的概率密度为 ｆＹ１（ｙ） ＝ １
２
［ ｆ１（ｙ） ＋ ｆ２（ｙ）］ ，随机变量 Ｙ２ ＝

１
２
（Ｘ１ ＋ Ｘ２） ，则

（Ａ）ＥＹ１＞ＥＹ２，ＤＹ１＞ＤＹ２ （Ｂ）ＥＹ１ ＝ＥＹ２，ＤＹ１ ＝ＤＹ２

（Ｃ）ＥＹ１ ＝ＥＹ２，ＤＹ１＜ＤＹ２ （Ｄ）ＥＹ１ ＝ＥＹ２，ＤＹ１＞ＤＹ２

二、填空题：（９－１４ 题，每题 ４ 分，共 ２４ 分，请将答案写在答题纸指定位置上．）

（９） 曲面 ｚ ＝ ｘ２（１ － ｓｉｎｙ） ＋ ｙ２（１ － ｓｉｎｘ） 在点 （１，０，１） 处切平面方程为

（１０） 设 ｆ（ｘ） 是周期为 ４ 的可导奇函数，且 ｆ′（ｘ） ＝ ２（ｘ － １） ， ｘ ∈ ［０，２］ ，则 ｆ（７）

＝

（１１） 微分方程 ｘｙ′ ＋ ｙ（ ｌｎｘ － ｌｎｙ） ＝ ０ 满足条件 ｙ（１） ＝ ｅ３ 的解为 ｙ ＝

（１２） 设 Ｌ 是柱面 ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ １ 与平面 ｙ ＋ ｚ ＝ ０ 的交线，从 ｚ 轴正向往 ｚ 轴负向看去为逆时

针方向，则曲线积分 ∮
Ｌ

ｚｄｘ ＋ ｙｄｚ ＝

（１３） 设 ｆ ｘ１，ｘ２，ｘ３( ) ＝ ｘ２
１ － ｘ２

２ ＋ ２ａｘ１ｘ３ ＋ ４ｘ２ｘ３ 的负惯性指数为 １，则 ａ 的取值范围

为 ．

（１４） 设总体 Ｘ 的概率密度为
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１８　　　

ｆ ｘ，θ( ) ＝
２ｘ
３θ２，θ ＜ ｘ ＜ ２θ，

θ，其他

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中 θ 为未知参数， Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自总体 Ｘ 的简单随机变量，若 ｃ∑
¥

ｉ ＝ １
Ｘ２

ｉ 是 θ２ 的无

偏估计量，则 ｃ ＝

三、解答题：（１５－２３ 小题，共 ９４ 分．请将解答写在答题纸指定的位置上．解答应写出文字

说明、证明过程或演算步骤．）

（１５） （本题满分 １０ 分）求极限 ｌｉｍ
ｘ→＋¥

∫ｘ
１
［ ｔ２（ｅ

１
ｔ － １） － ｔ］ｄｔ

ｘ２ ｌｎ（１ ＋ １
ｘ
）

（１６） （本题满分 １０ 分）设函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 由方程

ｙ３ ＋ ｘｙ２ ＋ ｘ２ｙ ＋ ６ ＝ ０

确定，求 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 的极值

（１７） （本题满分 １０ 分）设函数 ｆ（ｕ） 具有 ２ 阶连续导数， ｚ ＝ ｆ（ｅｘｃｏｓｙ） 满足

∂２ｚ
∂ｘ２

＋ ∂２ｚ
∂ｙ２

＝ （４ｚ ＋ ｅｘｃｏｓｙ）ｅ２ｘ ，

若 ｆ（０） ＝ ０， ｆ′（０） ＝ ０，求 ｆ（ｕ） 的表达式．

（１８） （本题满分 １０ 分）设 Σ 为曲面 ｚ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２（ ｚ ≤ １） 的上侧，计算曲面积分

∬
Σ

（ｘ － １） ３ｄｙｄｚ ＋ （ｙ － １） ３ｄｚｄｘ ＋ （ ｚ － １）ｄｘｄｙ

（１９） （本题满分 １０ 分）设数列 ａｎ{ } ， ｂｎ{ } 满足

０ ＜ ａｎ ＜ π
２

， ０ ＜ ｂｎ ＜ π
２

， ｃｏｓａｎ － ａｎ ＝ ｃｏｓｂｎ ，

且级数 ∑
¥

ｎ ＝ １
ｂｎ 收敛

（Ⅰ）证明 ｌｉｍ
ｎ→¥

ａｎ ＝ ０：　 　 　 （Ⅱ）证明：级数 ∑
¥

ｎ ＝ １

ａｎ

ｂｎ
收敛

（２０） （本题满分 １１ 分）设矩阵

Ａ ＝

１ － ２ ３ － ４

０ １ － １ １

１ ２ ０ － ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

，
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１９　　　

Ｅ 为三阶单位矩阵

（Ⅰ）求 Ａｘ ＝ ０ 的一个基础解系；（Ⅱ）求满足 ＡＢ ＝ Ｅ 的所有的矩阵 Ｂ ．

（２１） （本题满分 １１ 分）

证明 ｎ 阶矩阵

１

１

︙

１

１

１

︙

１

…

…

…

１

１

︙

１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

与

０

０

︙

０

０

０

︙

０

…

…

…

１

２

︙

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

相似．

（２２） （本题满分 １１ 分）设随机变量 Ｘ 的概率分布为

Ｐ Ｘ ＝ １{ } ＝ Ｐ Ｘ ＝ ２{ } ＝ １
２
，

在给定 Ｘ ＝ ｉ 的条件下，随机变量 Ｙ 服从均匀分布 Ｕ ０，ｉ( ) ｉ ＝ １，２( ) ，

（Ⅰ）求 Ｙ 的分布函数 ＦＹ ｙ( ) ； 　 　 　 　 （Ⅱ）求 Ｅ Ｙ( ) ．

（２３） （本题满分 １１ 分）设总体 Ｘ 的分布函数

Ｆ ｘ，θ( ) ＝ １ － ｅ －ｘ
２
θ ，ｘ ≥ ０

０，ｘ ＜ ０{
其中 θ 为未知参数且大于零， Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自总体的简单随机样本

（Ⅰ）求 ＥＸ 与 ＥＸ２；

（Ⅱ）求 θ 的最大似然估计量 θ
Λ
；

（Ⅲ）是否存在实数 ａ ，使得对任何 ε ＞０，都有 ｌｉｍ
ｎ→¥

Ｐ θ
Λ
－ ａ ≥ ε( ) ＝ ０？
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２０　　　

２０１３ 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（一）试题

一、选择题：（１－８ 小题，每小题 ８ 分，共 ３２ 分，下列每小题给出的四个选项中，只有一项

符合题目要求．）

（１） 已知 ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ － ａｒｃｔａｎｘ
ｘｋ

＝ ｃ ，其中 ｋ ， ｃ 为常数，且 ｃ ≠ ０， 则（　 　 ）

（Ａ） ｋ ＝ ２，ｃ ＝ － １
２

（Ｂ） ｋ ＝ ２，ｃ ＝ １
２

（Ｃ） ｋ ＝ ３，ｃ ＝ － １
３

（Ｄ） ｋ ＝ ３，ｃ ＝ １
３

（２） 曲面 ｘ２＋ｃｏｓ（ｘｙ）＋ｙｚ＋ｘ＝ ０ 在点（０，１，－１）的切平面方程为（　 　 ） ．

（Ａ） ｘ － ｙ ＋ ｚ ＝ ２ （Ｂ） ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ ＝ ０

（Ｃ） ｘ － ２ｙ ＋ ｚ ＝ － ３ （Ｄ） ｘ － ｙ － ｚ ＝ ０

（３） 设 ｆ ｘ( ) ＝ ｘ － １
２

，ｂｎ ＝ ２ ∫１
０
ｆ ｘ( ) ｓｉｎｎｘｄｘ （ｎ ＝ １，２，…） ，令 ｓ（ｘ） ＝∑

¥

ｎ ＝ １
ｂｎｓｉｎｎπｘ ． 则

Ｓ（－ ９
４
）＝ （　 　 ）

（Ａ） ３
４

（Ｂ） １
４

（Ｃ） － １
４

（Ｄ） － ３
４

（４） 设 Ｌ１：ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ １，Ｌ２：ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ２，Ｌ３：ｘ２ ＋ ２ｙ２ ＝ ２，Ｌ４：２ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ２ 为四条逆时针方向

的平面曲线，记

Ｉｉ ＝ ∮ Ｌｉ（ｙ ＋ ｙ３

６
）ｄｘ ＋ （２ｘ － ｘ３

３
）ｄｙ （ ｉ ＝ １，２，３，４） ．

则 ｍａｘ｛Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３，Ｉ４｝ ＝（　 　 ） ．

（Ａ） Ｉ１ （Ｂ） Ｉ２
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２１　　　

（Ｃ） Ｉ３ （Ｄ） Ｉ４
（５） 设 Ａ，Ｂ，Ｃ 均为 ｎ 阶矩阵，若 ＡＢ＝Ｃ． 则 Ｂ 可逆，则（　 　 ）

（Ａ）矩阵 Ｃ 行向量组与矩阵 Ａ 的行向量组等价

（Ｂ）矩阵 Ｃ 行向量组与矩阵 Ａ 的列向量组等价

（Ｃ）矩阵 Ｃ 行向量组与矩阵 Ｂ 的行向量组等价

（Ｄ）矩阵 Ｃ 行向量组与 矩阵 Ｂ 的列向量组等价

（６） 矩阵

１ ａ １

ａ ｂ ａ

１ ａ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

与

０ ０ ０

０ ｂ ０

０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

相似的充要条件（　 　 ） ．

（Ａ） ａ ＝ ０，ｂ ＝ ２ （Ｂ） ａ ＝ ０，ｂ 任意常数

（Ｃ） ａ ＝ ２，ｂ ＝ ０ （Ｄ） ｂ ＝ ０，ａ 任意常数

（７） 设 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 是随机变量，且 Ｘ１ ～ Ｎ（０，１），Ｘ２ ～ Ｎ（０，２２），Ｘ３ ～ Ｎ（５，３２） ， Ｐ（ －

２ ≤ Ｘ ｉ ≤ ２） ＝ Ｐ ｉ，（ ｉ ＝ １，２，３） 则（　 　 ） ．

（Ａ） ｐ１ ＞ ｐ２ ＞ ｐ３ （Ｂ） ｐ２ ＞ ｐ１ ＞ ｐ３

（Ｃ） ｐ３ ＞ ｐ１ ＞ ｐ２ （Ｄ） ｐ１ ＞ ｐ３ ＞ ｐ２

（８） 设随机变量 Ｘ～ ｔ（ｎ）， Ｙ ～ Ｆ（１，ｎ） ，给定 α，（０ ＜ α ＜ ０．５），常数 ｃ满足 Ｐ（Ｘ ＞ ｃ） ＝

α ，则 Ｐ｛Ｙ＞ｃ２｝ ＝（　 　 ）

（Ａ）α （Ｂ） １ － α

（Ｃ） ２α （Ｄ）１－２α

二、填空题：（９－１４ 小题，每小题 ４ 分，共 ２４ 分，请将答案写在答题纸指定位置上．）

（９） 设函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 由方程 ｙ － ｘ ＝ ｅｘ（１－ｙ） 确定，则 ｌｉｍ
ｎ➝¥

ｎ ｆ（ １
ｎ
） － １é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ．

（１０） 已知 ｙ１ ＝ ｅ３ｘ － ｘｅ２ｘ，ｙ２ ＝ ｅｘ － ｘｅ２ｘ，ｙ３ ＝ － ｘｅ２ｘ 是某二阶常系数非齐次线性微分方程

的 ３ 个解，则该方程的通解为 ｙ ＝ ．

（１１） 设
ｘ ＝ ｓｉｎｔ

ｙ ＝ ｔｓｉｎｔ ＋ ｃｏｓｔ{ （ｔ 为常数），则 ｄ２ｙ
ｄｘ２

ｔ ＝ π
４

＝ ．

（１２） ∫＋¥

１

ｌｎｘ
（１ ＋ ｘ２）

ｄｘ ＝ ．

（１３） 设 Ａ ＝ （ａｉｊ） 是 ３ 阶非零矩阵， Ａ 为 Ａ 的行列式， Ａｉｊ 为 ａｉｊ 的代数余子式．若 ａｉｊ ＋

Ａｉｊ ＝ ０（ ｉ，ｊ ＝ １，２，３） ，则 ｜Ａ ｜ ＝ ．
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２２　　　

（１４ ） 设 随 机 变 量 Ｙ 服 从 参 数 为 １ 的 指 数 分 布， ａ 为 常 数 且 大 于 零， 则

Ｐ Ｙ ≤ ａ ＋ １ ｜ Ｙ ＞ ａ}{ ＝ ．

三、解答题：（１５－２３ 小题，共 ９４ 分．请将解答写在答题纸指定的位置上．解答应写出文字

说明、证明过程或演算步骤．）

（１５） （本题满分 １０ 分）

计算 ∫１
０

ｆ（ｘ）
ｘ

ｄｘ ，其中 ｆ（ｘ） ＝ ∫ｘ
１

ｌｎ（ ｔ ＋ １）
ｔ

ｄｔ

（１６） （本题满分 １０ 分）设数列 ａｎ{ } 满足条件：
ａ０ ＝ ３，ａ１ ＝ １，ａｎ－２ － ｎ（ｎ － １）ａｎ ＝ ０（ｎ ≥ ２），

Ｓ ｘ( ) 是幂级数 ∑
¥

ｎ ＝ ０
ａｎｘｎ 的和函数

（Ⅰ）证明： Ｓ″（ｘ） － Ｓ（ｘ） ＝ ０

（Ⅱ）求 Ｓ（ｘ） 的表达式

（１７） （本题满分 １０ 分）求函数 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ （ｙ ＋ ｘ３

３
）ｅｘ＋ｙ 的极值

（１８） （本题满分 １０ 分）设奇函数 ｆ ｘ( ) 在 － １，１[ ] 上具有 ２ 阶导数，且 ｆ ｘ( ) ＝ １，证明：

（Ｉ）存在 ξ ∈ （０，１） ，使得 ｆ′（ξ） ＝ １．

（ＩＩ）存在 η ∈ （ － １，１） ，使得 ｆ″（η） ＋ ｆ′（η） ＝ １．

（１９） （本题满分 １０ 分）

设直线 Ｌ 过 Ａ（１，０，０），Ｂ（０，１，１）两点，将 Ｌ 绕 ｚ 轴旋转一周得到曲面 ∑ ， ∑ 与 ｚ ＝

０，ｚ ＝ ２ 所围成的立体为 Ω ；

（Ｉ）求曲面 ∑ 的方程；　 　 　 （ＩＩ）求 Ω 的形心坐标．

（２０） （本题满分 １１ 分）

设Ａ ＝
１ ａ

１ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，Ｂ ＝

０ １

１ ｂ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， 当 ａ，ｂ 为何值时，存在矩阵 Ｃ 使得 ＡＣ － ＣＡ ＝ Ｂ ，并求所有

矩阵 Ｃ．

（２１） （本题满分 １１ 分）

设二次型

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ＝ ２ （ａ１ｘ１ ＋ ａ２ｘ２ ＋ ａ３ｘ３） ２ ＋ （ｂ１ｘ１ ＋ ｂ２ｘ２ ＋ ｂ３ｘ３） ２ ．

记 α ＝

ａ１

ａ２

ａ３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， β ＝

ｂ１

ｂ２

ｂ３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
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２３　　　

（Ｉ）证明二次型 ｆ 对应的矩阵为 ２ααＴ ＋ ββＴ ；

（ＩＩ）若 α ， β 正交且为单位向量，证明 ｆ 在正交变换下的标准形为 ２ｙ２
１ ＋ ｙ２

２ ．

（２２） （本题满分 １１ 分）

设随机变量 Ｘ 的概率密度为 ｆ ｘ( ) ＝
１
９
ｘ２， ０ ＜ ｘ ＜ ３

０， 其他

ì

î

í

ïï

ïï

令随机变量 Ｙ ＝

２，Ｘ ≤ １

Ｘ，１ ＜ Ｘ ＜ ２

１，Ｘ ≥ ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

求（Ｉ） Ｙ 的分布函数．

（ＩＩ）概率 Ｐ Ｘ ≤ Ｙ{ }

（２３） （本题满分 １１ 分）设总体 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ：θ） ＝
θ２

ｘ３ ｅ
－ θ
ｘ ，

０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

ｘ ＞ ０

其他，

其中 θ 为未知参数且大于零， Ｘ１， Ｘ２，… Ｘｎ 为来自总体 Ｘ 的简单随机样本．求：

（Ⅰ）求 θ 的矩估计量

（Ⅱ）求 θ 的最大似然估计量



尽享收获的喜悦！

２４　　　

２０１２ 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（一）试题

一、选择题：（１－８ 小题，每小题 ８ 分，共 ３２ 分，下列每小题给出的四个选项中，只有一项

符合题目要求．）

（１） 曲线 ｙ ＝ ｘ２ ＋ ｘ
ｘ２ － １

的渐近线条数为（　 　 ）

（Ａ）０ （Ｂ）１

（Ｃ）２ （Ｄ）３

（２） 设函数 ｆ（ｘ） ＝ （ｅｘ － １）（ｅ２ｘ － ２）…（ｅｎｘ － ｎ） ，其中 ｎ 为正整数，则 ｆ′（０） ＝ （　 　 ）

（Ａ） （ － １） ｎ－１（ｎ － １）！ （Ｂ） （ － １） ｎ（ｎ － １）！

（Ｃ） （ － １） ｎ－１ｎ！ （Ｄ） （ － １） ｎｎ！

（３） 如果函数 ｆ（ｘ，ｙ） 在（０，０）处连续，那么下列命题正确的是（　 　 ）

（Ａ） ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｆ（ｘ，ｙ）
ｘ ＋ ｙ

存在，则 ｆ（ｘ，ｙ） 在（０，０）处可微

（Ｂ） 若极限 ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｆ（ｘ，ｙ）
ｘ２ ＋ ｙ２ 存在，则 ｆ（ｘ，ｙ） 在（０，０）处可微

（Ｃ）若 ｆ（ｘ，ｙ） 在（０，０）处可微，则极限 ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｆ（ｘ，ｙ）
ｘ ＋ ｙ

存在

（Ｄ）若 ｆ（ｘ，ｙ） 在（０，０）处可微，则极限 ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｆ（ｘ，ｙ）
ｘ２ ＋ ｙ２ 存在

（４） 设 Ｉｋ ＝ ∫ｋπ
０
ｅｘ２ｓｉｎｘｄｘ ， ｋ ＝ １，２，３( ) ，则有（　 　 ）

（Ａ） Ｉ１ ＜ Ｉ２ ＜ Ｉ３ （Ｂ） Ｉ３ ＜ Ｉ２ ＜ Ｉ１
（Ｃ） Ｉ２ ＜ Ｉ３ ＜ Ｉ１ （Ｄ） Ｉ２ ＜ Ｉ１ ＜ Ｉ３

（５） 设 α１ ＝
０
０
ｃ１

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，α２ ＝

０
１
ｃ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，α３ ＝

１
－ １
ｃ３

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，α４ ＝

－ １
１
ｃ４

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

，其中 ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４ 为任意常数，则下
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列向量组线性相关的是（　 　 ）

（Ａ） α１，α２，α３ （Ｂ） α１，α２，α４

（Ｃ） α１，α３，α４ （Ｄ） α２，α３，α４

（６） 设 Ａ 为 三 阶 矩 阵， Ｐ 为 三 阶 可 逆 矩 阵， 且 Ｐ －１ＡＰ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

， 若 Ｐ ＝

α１，α２，α３( ) ， Ｑ ＝ α１ ＋ α２，α２，α３( ) ，则 Ｑ －１ＡＱ ＝ （　 　 ）

（Ａ）
１ ０ ０
０ ２ ０
０ ０ １

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

（Ｂ）
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

（Ｃ）
２ ０ ０
０ １ ０
０ ０ ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

（Ｄ）
２ ０ ０
０ ２ ０
０ ０ １

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

（７） 设随机变量 Ｘ 和 Ｙ 相互独立，且分别服从参数为 １ 和参数为 ４ 的指数分布，则

Ｐ（Ｘ ＜ Ｙ） ＝ （　 　 ）

（Ａ） １
５

（Ｂ） １
３

（Ｃ） ２
５

（Ｄ） ４
５

（８） 将长度为 １ 的木棒随机地截成两段，则两段长度的相关系数为（　 　 ）

（Ａ）１ （Ｂ） １
２

（Ｃ） － １
２

（Ｄ） － １

二、填空题：（９－１４ 小题，每小题 ４ 分，共 ２４ 分，请将答案写在答题纸指定位置上．）

（９） 已知函数 ｆ（ｘ） 满足方程 ｆ″（ｘ） ＋ ｆ′（ｘ） － ２ｆ（ｘ） ＝ ０ 及 ｆ′（ｘ） ＋ ｆ（ｘ） ＝ ２ｅｘ ，则 ｆ（ｘ） ＝

（１０） ∫２
０
ｘ ２ｘ － ｘ２ ｄｘ ＝ ．

（１１） ｇｒａｄ ｘｙ ＋ ｚ
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２，１，１( )

＝

（１２） 设∑ ＝ ｛（ｘ，ｙ，ｚ） ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ ＝ １，ｘ ≥ ０，ｙ ≥ ０，ｚ ≥ ０｝ ，则 ∬
Σ

ｙ２ｄＳ ＝

（１３） 设 α 为三维单位向量， Ｅ 为三阶单位矩阵，则 Ｅ － ααＴ 的秩为 ．
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（１４） 设 Ａ，Ｂ，Ｃ 为三个随机事件， Ａ 与 Ｃ 互不相容， Ｐ（ＡＢ） ＝ １
２
，Ｐ（Ｃ） ＝ １

３
， 则

Ｐ（ＡＢ Ｃ
－
） ＝

三、解答题：（１５－２３ 小题，共 ９４ 分．请将解答写在答题纸指定的位置上．解答应写出文字

说明、证明过程或演算步骤．）

（１５） （本题满分 １０ 分）

证明： ｘｌｎ １ ＋ ｘ
１ － ｘ

＋ ｃｏｓｘ ≥ １ ＋ ｘ２

２
， 　 　 － １ ＜ ｘ ＜ １( )

（１６） （本题满分 １０ 分）

求函数 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｘｅ －ｘ
２＋ｙ２
２ 的极值．

（１７） （本题满分 １０ 分）

求幂级数 ∑
¥

ｎ ＝ ０

４ｎ２ ＋ ４ｎ ＋ ３
２ｎ ＋ １

ｘ２ｎ 的收敛域及和函数

（１８） （本题满分 １０ 分） 已知曲线 Ｌ：

ｘ ＝ ｆ（ ｔ）
ｙ ＝ ｃｏｓｔ{ （０ ≤ ｔ ≤ π

２
） ，

其中函数 ｆ（ ｔ） 具有连续导数，且 ｆ（０） ＝ ０， ｆ′（ ｔ） ＞ ０（０ ＜ ｔ ＜ π
２
） ，若曲线 Ｌ 的切线与 ｘ

轴交点到切点的距离恒为 １，求函数 ｆ（ ｔ） 的表达式，并求此曲线 Ｌ 与 ｘ 轴与 ｙ 轴围成无边界

的区域的面积．

（１９） （本题满分 １０ 分）

已知 Ｌ 是第一象限中从点 ０，０( ) 沿圆周 ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ２ｘ 到点 ２，０( ) ，再沿圆周 ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ４

到点 ０，２( ) 的曲线段，计算曲线积分 Ｊ ＝ ∫
ｌ
３ｘ２ｙｄｘ ＋ ｘ３ ＋ ｘ － ２ｙ( ) ｄｙ．

（２０） （本题满分 １１ 分）设

Ａ ＝

１ ａ ０ ０
０ １ ａ ０
０ ０ １ ａ
ａ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

，β ＝

１
－ １
０
０

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

（Ｉ）计算 Ａ ；

（ＩＩ）当实数 ａ 取何值时， Ａｘ ＝ β 有无穷多解，并求其通解．

（２１） （本题满分 １１ 分）已知
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２７　　　

Ａ ＝

１ ０ １
０ １ １
－ １ ０ ａ
０ ａ － １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

，

二次型 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ＝ ｘＴ（ＡＴＡ）ｘ 的秩为 ２

（Ｉ）求实数 ａ 的值；

（ＩＩ）求正交变换 ｘ ＝ Ｑｙ 将 ｆ 化为标准形．

（２２） （本题满分 １１ 分）设二维离散型随机变量 Ｘ 与 Ｙ 的概率分布为

Ｙ

Ｘ
０ １ ２

０
１
４ ０

１
４

１ ０
１
３ ０

２
１
１２ ０

１
１２

求：（Ｉ） Ｐ（Ｘ ＝ ２Ｙ）

（ＩＩ） ｃｏｖ（Ｘ － Ｙ，Ｙ） 与 ρＸＹ

（２３） （本题满分 １１ 分）

设随机变量 Ｘ 与 Ｙ 相互独立且分别服从正态分布 Ｎ（μ，σ２） 与 Ｎ（μ，２σ２） ，其中 σ 是未

知参数且 σ ＞ ０．设 Ｚ ＝ Ｘ － Ｙ

（Ｉ）求 Ｚ 的概率密度 ｆＺ（ ｚ） ；

（ＩＩ）设 Ｚ１，Ｚ２，…，Ｚｎ 为来自总体 Ｚ 的简单随机样本，求 σ２ 的最大似然估计量 σ^２；

（ＩＩＩ）证明 σ２ 为 σ^２ 的无偏估计量．



尽享收获的喜悦！

２８　　　

２０１１ 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（一）试题

一、选择题：（１－８ 小题，每小题 ８ 分，共 ３２ 分，下列每小题给出的四个选项中，只有一项

符合题目要求．）

（１） 曲线 ｙ ＝ （ｘ － １） （ｘ － ２） ２ （ｘ － ３） ３ （ｘ － ４） ４ 的一个拐点是（　 　 ）

（Ａ） （１，０） （Ｂ） （２，０）

（Ｃ） （３，０） （Ｄ） （４，０）

（２） 设数列 ａｎ{ } 单调减少， ｌｉｍ
ｎ→¥

ａｎ ＝ ０，Ｓｎ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａｋ（ｎ ＝ １，２，…） 无界，则幂级数

∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａｋ （ｘ － １） ｋ 的收敛域是（　 　 ）

（Ａ） （ － １，１］ （Ｂ） ［ － １，１）

（Ｃ） ［０，２） （Ｄ） （０，２］

（３） 设函数 ｆ（ｘ） 具有二阶连续导数，且 ｆ（ｘ） ＞ ０，ｆ′（０） ＝ ０， 　 则函数 ｚ ＝ ｆ（ｘ）ｌｎｆ（ｙ） 在

点 （０，０） 处取得极小值的一个充分条件是（　 　 ）

（Ａ） ｆ（０） ＞ １，ｆ″（０） ＞ ０ （Ｂ） ｆ（０） ＞ １，ｆ″（０） ＜ ０

（Ｃ） ｆ（０） ＜ １，ｆ″（０） ＞ ０ （Ｄ） ｆ（０） ＜ １，ｆ″（０） ＜ ０

（４） 设 Ｉ ＝ ∫
π
４

０
ｌｎｓｉｎｘｄｘ，Ｊ ＝ ∫

π
４

０
ｌｎｃｏｔｘｄｘ，Ｋ ＝ ∫

π
４

０
ｌｎｃｏｓｘｄｘ ，则 Ｉ，Ｊ，Ｋ 的大小关系是

（Ａ） Ｉ ＜ Ｊ ＜ Ｋ （Ｂ） Ｉ ＜ Ｋ ＜ Ｊ

（Ｃ） Ｊ ＜ Ｉ ＜ Ｋ （Ｄ） Ｋ ＜ Ｊ ＜ Ｉ

（５） 设 Ａ 为三阶矩阵，将 Ａ 的第二列加到第一列得到矩阵 Ｂ，再交换 Ｂ 的第二行与第三

行得到单位矩阵，记 Ｐ１ ＝

１ ０ ０

１ １ ０

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，Ｐ２ ＝

１ ０ ０

０ ０ １

０ １ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

，则 Ａ＝（　 　 ）

（Ａ） Ｐ１Ｐ２ （Ｂ） Ｐ －１
１ Ｐ２

（Ｃ） Ｐ２Ｐ１ （Ｄ） Ｐ２Ｐ
－１
１
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（６） 设 Ａ ＝ （α１，α２，α３，α４） 是 ４ 阶矩阵，Ａ″为 Ａ 的伴随矩阵若 （１，０，１，０） Ｔ 是方程 ＡＸ ＝ ０

的一个基础解系，则 Ａ∗Ｘ ＝ ０ 的基础解系可为（　 　 ）

（Ａ） α１，α２ （Ｂ） α１，α３

（Ｃ） α１，α２，α３ （Ｄ） α２，α３，α４

（７） 设 Ｆ１（ｘ），Ｆ２（ｘ） 为两个分布函数，其相应的概率密度 ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ） 是连续函数，则

必为概率密度的是（　 　 ）

（Ａ） ｆ１（ｘ） ｆ２（ｘ） （Ｂ） ２ｆ２（ｘ）Ｆ１（ｘ）

（Ｃ） ｆ１（ｘ）Ｆ２（ｘ） （Ｄ） ｆ１（ｘ）Ｆ２（ｘ） ＋ ｆ２（ｘ）Ｆ１（ｘ）

（８） 设随机变量 Ｘ 与 Ｙ 相互独立，且 ＥＸ 与 ＥＹ 存在．记 Ｕ ＝ ｍａｘ｛Ｘ，Ｙ｝ ， Ｖ ＝ ｍｉｎ｛Ｘ，Ｙ｝

则 Ｅ（ＵＶ） 等于（　 　 ）

（Ａ） ＥＵ·ＥＶ （Ｂ） ＥＸ·ＥＹ

（Ｃ） ＥＵ·ＥＹ （Ｄ） ＥＸ·ＥＶ

二、填空题：（９－１４ 小题，每小题 ４ 分，共 ２４ 分，请将答案写在答题纸指定位置上．）

（９） 曲线 ｙ ＝ ∫ｘ
０
ｔａｎｔｄｔ（０ ≤ ｘ ≤ π

４
） 的弧长 ｓ ＝

（１０） 微分方程 ｙ′ ＋ ｙ ＝ ｅ －ｘｃｏｓｘ 满足条件 ｙ（０） ＝ ０ 的解为 ｙ ＝

（１１） 设函数 Ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ∫ｘｙ
０

ｓｉｎｔ
１ ＋ ｔ２

ｄｔ ，则 ∂２Ｆ
∂ｘ２ ｘ ＝ ０，ｙ ＝ ２ ＝

（１２） 设 Ｌ 是柱面方程 ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ １ 与平面 ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ 的交线，从 ｚ 轴正向往 ｚ 轴负向看去为

逆时针方向，则曲线积分 ∮
Ｌ

ｘｚｄｘ ＋ ｘｄｙ ＋ ｙ２

２
ｄｚ ＝

（１３） 若二次曲面的方程 ｘ２ ＋ ３ｙ２ ＋ ｚ２ ＋ ２ａｘｙ ＋ ２ｘｚ ＋ ２ｙｚ ＝ ４，经过正交变换化为 ｙ２
１ ＋

４ｚ２１ ＝ ４，则 ａ ＝ ．

（１４） 设二维随机变量 （Ｘ，Ｙ） 服从 Ｎ（μ，μ；σ２；σ２，０） ，则 Ｅ（ＸＹ２） ＝ ．

三、解答题：（１５－２３ 小题，共 ９４ 分．请将解答写在答题纸指定的位置上．解答应写出文字

说明、证明过程或演算步骤．）

（１５） （本题满分 １０ 分）求极限 ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１ ＋ ｘ）
ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú

１
ｅｘ－１

（１６） （本题满分 １０ 分）设函数 ｚ ＝ ｆ（ｘｙ，ｙｇ（ｘ）） ，其中函数 ｆ 具有二阶连续偏导数，函数

ｇ（ｘ） 可导且在 ｘ ＝ １ 处取得极值 ｇ（１） ＝ １，求 ∂２ｚ
∂ｘ∂ｙ

．
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（１７） （本题满分 １０ 分）求方程 ｋａｒｃｔａｎｘ － ｘ ＝ ０ 不同实根的个数，其中 ｋ 为参数

（１８） （本题满分 １０ 分）①证明对任意正整数 ｎ ，都有
１

ｎ ＋ １
＜ ｌｎ（１ ＋ １

ｎ
） ＜ １

ｎ
成立

②设 ａｎ ＝ １ ＋ １
２

＋．．． ＋ １
ｎ

－ ｌｎｎ ，证明数列 ａｎ{ } 收敛

（１９） （本题满分 １１ 分）已知函数 ｆ（ｘ，ｙ） 具有二阶连续偏导数，且 ｆ（１，ｙ） ＝ ０，ｆ（ｘ，１） ＝

０， ∬
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ＝ ａ， 　 其 中 Ｄ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ０ ≤ ｘ ≤ １，０ ≤ ｙ ≤ １ ｝ ， 计 算 二 重 积 分

∬
Ｄ

ｘｙｆ″ｘｙ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

（２０） （本小题满分 １１ 分）设向量组 α１ ＝ （１，０，１） Ｔ，α２ ＝ （０，１，１） Ｔ，α３ ＝ （１，３，５） Ｔ ，不能

由向量组 β１ ＝ （１，１，１） Ｔ，β２ ＝ （１，２，３） Ｔ，β３ ＝ （３，４，ａ） Ｔ 线性表出．

（Ｉ）求 ａ 的值．

（ＩＩ）将 β１，β２，β３ 由 α１，α２，α３ 线性表出．

（２１） （本小题满分 １１ 分）Ａ 为三阶实对称矩阵， ｒ（Ａ） ＝ ２ 且 Ａ

１ １

０ ０

－ １ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝

－ １ １

０ ０

１ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

．

（Ｉ）求 Ａ 的特征值与特征向量．

（ＩＩ）求矩阵 Ａ．

（２２） （本题满分 １１ 分）设随机变量 Ｘ 与 Ｙ 的概率分布分别为

Ｘ ０ １ Ｙ － １ ０ １

Ｐ １
３

２
３

Ｐ １
３

１
３

１
３

　 　 且 Ｐ（Ｘ２ ＝ Ｙ２） ＝ １．

（Ⅰ）求二维随机变量 （Ｘ，Ｙ） 的概率分布；

（Ⅱ）求 Ｚ ＝ ＸＹ 的概率分布；

（Ⅲ）求 Ｘ 与 Ｙ 的相关系数 ρＸＹ ．

（２３） （本题满分 １１ 分）设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自正态总体 Ｎ（μ０，σ２） 的简单随机样本，其

中 μ０ 已知， σ２ ＞ ０ 未知． Ｘ
－
和 Ｓ２ 分别表示样本均值和样本方差．

（Ⅰ）求参数 σ２ 的最大似然估计 σ^２；

（Ⅱ）计算 Ｅσ^２ 和 Ｄσ^２ ．
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２０１０ 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（一）试题

一、选择题：（１－８ 小题，每小题 ８ 分，共 ３２ 分，下列每小题给出的四个选项中，只有一项

符合题目要求．）

（１） 极限 ｌｉｍ
ｘ→¥

ｘ２

（ｘ － ａ）（ｘ ＋ ｂ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＝ （　 　 ）

（Ａ）１ （Ｂ） ｅ

（Ｃ） ｅａ－ｂ （Ｄ） ｅｂ－ａ

（２） 设函数 ｚ ＝ ｚ（ｘ，ｙ） ，由方程 Ｆ（ ｙ
ｘ
， ｚ
ｘ
） ＝ ０ 确定，其中 Ｆ 为可微函数，且 Ｆ′２ ≠ ０，则

ｘ ∂ｚ
∂ｘ

＋ ｙ ∂ｚ
∂ｙ

＝ （　 　 ）

（Ａ） ｘ （Ｂ） ｚ

（Ｃ） － ｘ （Ｄ） － ｚ

（３） 设 ｍ，ｎ 是正整数，则反常积分 ∫１
０

ｍ
ｌｎ２（１ － ｘ）

ｎ ｘ
ｄｘ 的收敛性（　 　 ）

（Ａ）仅与 ｍ 的取值有关 （Ｂ）仅与 ｎ 的取值有关

（Ｃ）与 ｍ，ｎ 的取值都有关 （Ｄ） 与 ｍ，ｎ 的取值都无关

（４） ｌｉｍ
ｎ→¥

∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １

ｎ
（ｎ ＋ ｉ）（ｎ２ ＋ ｊ２）

＝ （　 　 ）

（Ａ） ∫１
０
ｄｘ ∫ｘ

０

１
（１ ＋ ｘ）（１ ＋ ｙ２）

ｄｙ （Ｂ） ∫１
０
ｄｘ ∫ｘ

０

１
（１ ＋ ｘ）（１ ＋ ｙ）

ｄｙ

（Ｃ） ∫１
０
ｄｘ ∫１

０

１
（１ ＋ ｘ）（１ ＋ ｙ）

ｄｙ （Ｄ） ∫１
０
ｄｘ ∫１

０

１
（１ ＋ ｘ）（１ ＋ ｙ２）

ｄｙ

（５） 设 Ａ 为 ｍ × ｎ 矩阵， Ｂ 为 ｎ × ｍ 矩阵， Ｅ 为 ｍ 阶单位矩阵，若 ＡＢ ＝ Ｅ ，则（　 　 ）

（Ａ）秩 ｒ（Ａ） ＝ ｍ ， 秩 ｒ（Ｂ） ＝ ｍ （Ｂ）秩 ｒ（Ａ） ＝ ｍ ， 秩 ｒ（Ｂ） ＝ ｎ

（Ｃ）秩 ｒ（Ａ） ＝ ｎ ， 秩 ｒ（Ｂ） ＝ ｍ （Ｄ）秩 ｒ（Ａ） ＝ ｎ ， 秩 ｒ（Ｂ） ＝ ｎ
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（６） 设 Ａ 为 ４ 阶实对称矩阵，且 Ａ２ ＋ Ａ ＝ ０，若 Ａ 的秩为 ３，则 Ａ 相似于（　 　 ）

（Ａ）

１

１

１

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

（Ｂ）

１

１

－ １

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

（Ｃ）

１

－ １

－ １

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

（Ｄ）

－ １

－ １

－ １

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

（７） 设随机变量 Ｘ 的分布函数 Ｆ（ｘ） ＝

０ ｘ ＜ ０

１
２

０ ≤ ｘ ＜ １

１ － ｅ －ｘ ｘ ≥ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

，则 Ｐ ｘ ＝ １{ } ＝ （　 　 ）

（Ａ）０ （Ｂ） １
２

（Ｃ） １
２

－ ｅ －１ （Ｄ） １ － ｅ －１

（８） 设 ｆ１（ｘ） 为标准正态分布的概率密度， ｆ２（ｘ） 为 ［ － １，３］ 上的均匀分布的概率密

度，若 ｆ（ｘ） ＝
ａｆ１（ｘ） ｘ ≤ ０

ｂｆ２（ｘ） ｘ ＞ ０{ （ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０） 为概率密度，则 ａ，ｂ 应满足（　 　 ）

（Ａ） ２ａ ＋ ３ｂ ＝ ４ （Ｂ） ３ａ ＋ ２ｂ ＝ ４

（Ｃ） ａ ＋ ｂ ＝ １ （Ｄ） ａ ＋ ｂ ＝ ２

二、填空题：（９－１４ 小题，每小题 ４ 分，共 ２４ 分，请将答案写在答题纸指定位置上．）

（９） 设

ｘ ＝ ｅ －ｔ

ｙ ＝ ∫ｔ
０
ｌｎ（１ ＋ ｕ２）ｄｕ

ì

î

í

ïï

ïï

， ｄ２ｙ
ｄ２ｘ ｔ ＝ ０ ＝ ．

（１０） ∫π
２

０
ｘ ｃｏｓ ｘ ｄｘ ＝ ．

（１１） 已知曲线 Ｌ 的方程为 ｙ ＝ １ － ｘ ，ｘ ∈ ［ － １，１］， 起点是 （ － １，０）， 终点是

（１，０）， 则曲线积分 ∫
Ｌ
ｘｙｄｘ ＋ ｘ２ｄｙ ＝ ．

（１２） 设 Ω ＝ ｛（ｘ，ｙ，ｚ） ｘ２ ＋ ｙ２ ≤ ｚ ≤ １｝， 则 Ω 的形心的竖坐标 ｚ
－
＝ ．
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（１３） 设 α１ ＝ （１，２， － １，０） Ｔ，α２ ＝ （１，１，０，２） Ｔ，α３ ＝ （２，１，１，α） Ｔ， 若由 α１，α２，α３ 生成的

向量空间维数是 ２，则 α ＝ ．

（１４） 设随机变量 Ｘ 概率分布为 ｐ｛Ｘ ＝ ｋ｝ ＝ Ｃ
Ｋ！

，ｋ ＝ ０，１，２，… ，则 ＥＸ２ ＝ ．

三、解答题：（１５－２３ 小题，共 ９４ 分．请将解答写在答题纸指定的位置上．解答应写出文字

说明、证明过程或演算步骤．）

（１５） （本题满分 １０ 分）求微分方程 ｙ″ － ３ｙ′ ＋ ２ｙ ＝ ２ｘｅｘ 的通解．

（１６） （本题满分 １０ 分）求函数 ｆ（ｘ） ＝ ∫ｘ
２

１
（ｘ２ － ｔ）ｅ －ｔ２ｄｔ 的单调区间与极值．

（１７） （本题满分 １０ 分）

（Ⅰ）比较 ∫１
０

ｌｎｔ ［ｌｎ（１ ＋ ｔ）］ ｎｄｔ 与 ∫１
０

ｌｎｔ ｔｎｄｔ，ｎ ＝ １，２，… 的大小，说明理由；

（Ⅱ）设 Ｍｎ ＝ ∫１
０

ｌｎｔ ［ｌｎ（１ ＋ ｔ）］ ｎｄｔ（ｎ ＝ １，２，…） ，求极限 ｌｉｍ
ｎ→¥

Ｍｎ

（１８） （本题满分 １０ 分）求幂级数 ∑
¥

ｎ ＝ １

（ － １） ｎ－１

２ｎ － １
ｘ２ｎ 的收敛域及和函数．

（１９） （本题满分 １０ 分）设 Ｐ 为椭球面 Ｓ：ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ － ｙｚ ＝ １ 上的动点，若 Ｓ 在点 Ｐ 处的

切平面与 ｘＯｙ 面垂直，求点 Ｐ 的轨迹 Ｃ ，并计算曲面积分 Ｉ ＝ ∬
∑

（ｘ ＋ ３ ） ｙ － ２ｚ

４ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ － ４ｙｚ
ｄＳ ，其中

∑ 是椭球面 Ｓ 位于曲线 Ｃ 上方的部分．

（２０） （本题满分 １１ 分）设

Ａ ＝

λ １ １

０ λ － １ ０

１ １ λ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ｂ ＝

ａ

１

１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

已知线性方程组 Ａｘ ＝ ｂ 存在 ２ 个不同的解，

（Ⅰ）求 λ ， ａ ；

（Ⅱ）求方程组的 Ａｘ ＝ ｂ 通解．

（２１） （本题满分 １１ 分）已知二次型 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ＝ ｘＴＡｘ 在正交变换 ｘ ＝ Ｑｙ 下的标准形为

ｙ２
１ ＋ ｙ２

２，且 Ｑ 的第 ３ 列为 ２
２
， ０， ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

（Ⅰ）求矩阵 Ａ ；

（Ⅱ）证明 Ａ ＋ Ｅ 为正定矩阵，其中 Ｅ 为 ３ 阶单位矩阵．
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（２２） （本题满分 １１ 分）设二维随机变量 （Ｘ，Ｙ） 的概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ） ＝ Ａｅ －２ｘ２＋２ｘｙ－ｙ２， － ¥ ＜ ｘ ＜ ＋ ¥， － ¥ ＜ ｙ ＜ ＋ ¥

求常数 Ａ 及条件概率密度 ｆＹ Ｘ（ｙ ｘ）

（２３） （本题满分 １１ 分）

设总体 Ｘ 的概率分布为

Ｘ １ ２ ３

Ｐ １ － θ θ － θ２ θ２

其中参数 θ ∈ （０，１） 未知，以 Ｎｉ 表示来自总体 Ｘ 的简单随机样本（样本容量为 ｎ）中等

于 ｉ 的个数 （ ｉ ＝ １，２，３） ．试求常数 ａ１，ａ２，ａ３，使 Ｔ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １
ａｉＮｉ 为 θ 的无偏估计量，并求 Ｔ 的

方差．
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２００９ 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（一）试题

一、选择题：（１～８ 小题，每小题 ４ 分，共 ３２ 分，下列每小题给出的四个选项中，只有一项

符合题目要求）

（１） 当 ｘ → ０ 时， ｆ ｘ( ) ＝ ｘ － ｓｉｎａｘ 与 ｇ ｘ( ) ＝ ｘ２ ｌｎ １ － ｂｘ( ) 是等价无穷小量，则（　 　 ）

（Ａ） ａ ＝ １，ｂ ＝ － １
６

． （Ｂ） ａ ＝ １，ｂ ＝ １
６

．

（Ｃ） ａ ＝ － １，ｂ ＝ － １
６

． （Ｄ） ａ ＝ － １，ｂ ＝ １
６

．

（２） 如图，正方形 ｘ，ｙ( ) ｘ ≤ １， ｙ ≤ １{ } 被其对

角 线 划 分 为 四 个 区 域 Ｄｋ ｋ ＝ １，２，３，４( ) ， Ｉｋ ＝

∬
Ｄｋ

ｙｃｏｓｘｄｘｄｙ ，则 ｍａｘ
１≤ｋ≤４

Ｉｋ{ } ＝ （　 　 ）

（Ａ） Ｉ１ ． （Ｂ） Ｉ２ ．

（Ｃ） Ｉ３ ． （Ｄ） Ｉ４ ．

（３） 设函数 ｙ ＝ ｆ ｘ( ) 在区间 － １，３[ ] 上的图形为：

则函数 Ｆ ｘ( ) ＝ ∫ｘ
０
ｆ ｔ( ) ｄｔ 的图形为（　 　 ）
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（Ａ）． （Ｂ）．

（Ｃ）． （Ｄ）．
（４） 设有两个数列 ａｎ{ } ， ｂｎ{ } ，若 ｌｉｍ

ｎ→¥
ａｎ ＝ ０，则（　 　 ）

（Ａ）当 ∑
¥

ｎ ＝ １
ｂｎ 收敛时，∑

¥

ｎ ＝ １
ａｎｂｎ 收敛．

（Ｂ）当 ∑
¥

ｎ ＝ １
ｂｎ 发散时，∑

¥

ｎ ＝ １
ａｎｂｎ 发散．

（Ｃ）当 ∑
¥

ｎ ＝ １
ｂｎ 收敛时，∑

¥

ｎ ＝ １
ａ２
ｎｂ２

ｎ 收敛．

（Ｄ）当 ∑
¥

ｎ ＝ １
ｂｎ 发散时，∑

¥

ｎ ＝ １
ａ２
ｎｂ２

ｎ 发散．

（５） 设 α１，α２，α３ 是 ３ 维向量空间 Ｒ３ 的一组基，则由基 α１，
１
２
α２，

１
３
α３ 到 α１ ＋ α２，α２ ＋

α３，α３ ＋ α１ 的过渡矩阵为（　 　 ）

（Ａ）

１ ０ １

２ ２ ０

０ ３ ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

． （Ｂ）

１ ２ ０

０ ２ ３

１ ０ ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

．

（Ｃ）

１
２

１
４

－ １
６

－ １
２

１
４

１
６

１
２

－ １
４

１
６

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

． （Ｄ）

１
２

－ １
２

１
２

１
４

１
４

－ １
４

－ １
６

１
６

１
６

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

．
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（６） 设 Ａ， Ｂ均为 ２ 阶矩阵， Ａ∗，Ｂ∗ 分别为 Ａ， Ｂ的伴随矩阵，若 Ａ ＝ ２， Ｂ ＝ ３，则分块

矩阵
Ｏ Ａ

Ｂ Ｏ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 的伴随矩阵为（　 　 ）

（Ａ）
Ｏ ３Ｂ∗

２Ａ∗ Ｏ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ．　 （Ｂ）
Ｏ ２Ｂ∗

３Ａ∗ Ｏ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ．　

（Ｃ）
Ｏ ３Ａ∗

２Ｂ∗ Ｏ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ． （Ｄ）
Ｏ ２Ａ∗

３Ｂ∗ Ｏ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ．

（７） 设随机变量 Ｘ 的分布函数为 Ｆ ｘ( ) ＝ ０．３Φ ｘ( ) ＋ ０．７Φ ｘ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，其中 Φ ｘ( ) 为标准

正态分布函数，则 ＥＸ ＝ （　 　 ）

（Ａ） ０． （Ｂ） ０．３．　 　

（Ｃ） ０．７． （Ｄ） １．

（８） 设随机变量 Ｘ 与 Ｙ 相互独立，且 Ｘ 服从标准正态分布 Ｎ ０，１( ) ， Ｙ 的概率分布为

Ｐ Ｙ ＝ ０{ } ＝ Ｐ Ｙ ＝ １{ } ＝ １
２

，记 ＦＺ ｚ( ) 为随机变量 Ｚ ＝ ＸＹ 的分布函数，则函数 ＦＺ ｚ( ) 的间断

点个数为（　 　 ）

（Ａ）０． （Ｂ）１．　 　

（Ｃ）２． （Ｄ）３．

二、填空题：（９－１４ 小题，每小题 ４ 分，共 ２４ 分，请将答案写在答题纸指定位置上．）

（９） 设函数 ｆ ｕ，ｖ( ) 具有二阶连续偏导数， ｚ ＝ ｆ ｘ，ｘｙ( ) ，则 􀆟２ｚ
􀆟ｘ􀆟ｙ

＝ ．

（１０） 若二阶常系数线性齐次微分方程 ｙ″ ＋ ａｙ′ ＋ ｂｙ ＝ ０ 的通解为 ｙ ＝ Ｃ１ ＋ Ｃ２ｘ( ) ｅｘ ，则

非齐次方程 ｙ″ ＋ ａｙ′ ＋ ｂｙ ＝ ｘ 满足条件 ｙ ０( ) ＝ ２，ｙ′ ０( ) ＝ ０ 的解为 ｙ ＝ ．

（１１） 已知曲线 Ｌ：ｙ ＝ ｘ２ ０ ≤ ｘ ≤ ２( ) ，则 ∫
Ｌ
ｘｄｓ ＝ ．

（１２） 设 Ω ＝ ｘ，ｙ，ｚ( ) ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ≤ １{ } ，则∭
Ω

ｚ２ｄｘｄｙｄｚ ＝ ．

（１３） 若 ３ 维列向量 α，β 满足 αＴβ ＝ ２，其中 αＴ 为 α 的转置，则矩阵 βαＴ 的非零特征值

为 ．

（１４） 设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ 为来自二项分布总体 Ｂ ｎ，ｐ( ) 的简单随机样本， Ｘ
－
和 Ｓ２ 分别为样

本均值和样本方差．若 Ｘ
－
＋ ｋＳ２ 为 ｎｐ２ 的无偏估计量，则 ｋ ＝ ．
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三、解答题：（１５－２３ 小题，共 ９４ 分．请将解答写在答题纸指定的位置上．解答应写出文字

说明、证明过程或演算步骤．）

（１５） （本题满分 ９ 分）

求二元函数 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ２ ２ ＋ ｙ２( ) ＋ ｙｌｎｙ 的极值．

（１６） （本题满分 ９ 分）设 ａｎ 为曲线 ｙ ＝ ｘｎ 与 ｙ ＝ ｘｎ＋１ ｎ ＝ １，２，．．．．．( ) 所围成区域的面

积，记 Ｓ１ ＝ ∑
¥

ｎ ＝ １
ａｎ，Ｓ２ ＝ ∑

¥

ｎ ＝ １
ａ２ｎ－１ ，求 Ｓ１ 与 Ｓ２ 的值．

（１７） （本题满分 １１ 分）椭球面 Ｓ１ 是椭圆
ｘ２

４
＋ ｙ２

３
＝ １ 绕 ｘ 轴旋转而成，圆锥面 Ｓ２ 是过点

４，０( ) 且与椭圆
ｘ２

４
＋ ｙ２

３
＝ １ 相切的直线绕 ｘ 轴旋转而成．

（Ⅰ）求 Ｓ１ 及 Ｓ２ 的方程

（Ⅱ）求 Ｓ１ 与 Ｓ２ 之间的立体体积．

（１８） （本题满分 １１ 分）

（Ⅰ）证明拉格朗日中值定理：若函数 ｆ ｘ( ) 在 ａ，ｂ[ ] 上连续，在 （ａ，ｂ） 可导，则存在 ξ∈

ａ，ｂ( ) ，使得 ｆ ｂ( ) － ｆ ａ( ) ＝ ｆ′ ξ( ) ｂ － ａ( )

（Ⅱ）证明：若函数 ｆ ｘ( ) 在 ｘ ＝ ０ 处连续，在 ０，δ( ) δ ＞ ０( ) 内可导，且 ｌｉｍ
ｘ→０ ＋

ｆ′ ｘ( ) ＝ Ａ ，则

ｆ′＋ ０( ) 存在，且 ｆ′＋ ０( ) ＝ Ａ ．

（１９） （本题满分 １０ 分）计算曲面积分

Ｉ ＝ ∯
∑

ｘｄｙｄｚ ＋ ｙｄｚｄｘ ＋ ｚｄｘｄｙ

ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２( )
３
２

，

其中 ∑ 是曲面 ２ｘ２ ＋ ２ｙ２ ＋ ｚ２ ＝ ４ 的外侧．

（２０） （本题满分 １１ 分）设

Ａ ＝

１ － １ － １

－ １ １ １

０ － ４ － ２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

　 　 ξ１ ＝

－ １

１

－ ２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

①求满足 Ａξ２ ＝ ξ１ 的 ξ２ ． Ａ２ξ３ ＝ ξ１ 的所有向量 ξ２， ξ３ ．

②对①中的任意向量 ξ２， ξ３ 证明 ξ１， ξ２， ξ３ 线性无关．

（２１） （本题满分 １１ 分）设二次型

ｆ ｘ１，ｘ２，ｘ３( ) ＝ ａｘ２
１ ＋ ａｘ２

２ ＋ ａ － １( ) ｘ２
３ ＋ ２ｘ１ｘ３ － ２ｘ２ｘ３

（Ⅰ）求二次型 ｆ 的矩阵的所有特征值；

（Ⅱ）若二次型 ｆ 的规范形为 ｙ２
１ ＋ ｙ２

２，求 ａ 的值．
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（２２） （本题满分 １１ 分）

袋中有 １ 个红色球，２ 个黑色球与 ３ 个白球，现有回放地从袋中取两次，每次取一球，以

Ｘ，Ｙ，Ｚ 分别表示两次取球所取得的红球、黑球与白球的个数．

（Ⅰ）求 Ｐ Ｘ ＝ １ Ｚ ＝ ０{ } ；

（Ⅱ）求二维随机变量 Ｘ，Ｙ( ) 概率分布．

（２３） （本题满分 １１ 分）设总体 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ） ＝
λ２ｘｅ －λｘ，ｘ ＞ ０

０，其他{ ，其中参数 λ（λ ＞ ０） 未知，

Ｘ１， Ｘ２，… Ｘｎ 是来自总体 Ｘ 的简单随机样本

（Ⅰ）求参数 λ 的矩估计量；

（Ⅱ）求参数 λ 的最大似然估计量


